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本 书 的 台 作 者 奥 托 ` 托 著 利 臣 ,在 1939 年 春 离 开 德国 后 ， 
于 1940 年 2 月 19 日 在 耶 路 搬 冷 逝 世 。 托 普 利 茨 是 在 哥 迁 根 
时 作为 太 卫 。 送 尔 伯 转 的 弟子 而 开始 其 学 术 生 涯 的 ， 其 时 他 
在 基 尔 ， 哆 后 又 在 波 思 企 教授 。 他 的 科研 工作 集中 国 代 在 积 


分 方 程 论 和 无 限 和 元 函数 论 方面 ， 这 是 他 长 期 从 事 并 作出 贡 


献 的 领域 。 

本 韦 的 神往 是 当 托 普 利 纺 在 基 尔 、 我 在 汉堡 大 学 时 ， 我 
们 之 问 的 频繁 交往 中 产生 的 。 有 头 本 书 的 课题 与 内 容 ， 我 位 
现 人 都 向 广大 听众 反复 讲述 过。 我 们 相互 切 悔 ， 半 次 改写 了 
手稿 。 托 普 科 茨 对 数学 史 有 深厚 兴趣 ， 这 在 现在 的 版 本 中 她 
然 可 以 见 到 。 我 未 着 愉快 的 感情 ， 回 忆 起 1929 年 夏 ， 我们 
在 波 思 最 后 一 起 润 儿 了 德 文 手稿 的 日 子 。 对 于 现在 这 个 英文 
版 ， 我 可 以 肯定 托 普 利 蕊 是 会 感到 欣喜 各个 豪 的 。 因 为 他 常 
常 担 及 希望 能 有 这 样 一 个 黄 文 版 。 

我 要 感谢 译 者 赫 伯 特 。 朱 交 明 教授 艰辛 而 卓越 的 工作 ， 
我 示 只 费 赏 他 对 德 文 版 本 的 确切 翻译 ， 而 且 我 还 认为 ， 通 过 
他 前 译文 ， 他 绚 进 了 许多 更 符合 英语 读者 习惯 前 论 述 。 估 还 
为 本 韦 增 加 了 两 篇 {第 15 篇 和 篇 28 篇)， 它 们 都 忠实 地 反 
跨 了 原 书 的 写作 精神 。 

1956 年 ， 美 辐 费 坡 

£. 
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数学 ， 由 于 它 的 语言 、 记 法 以 及 看 上 去 显 得 奇特 的 符 
号 ， 就 象 一 堵 高 墙 ， 把 它 和 周围 世界 隔 开 了 。 那 座 墙 的 缘 后 
在 干什么 ， 就 其 大 部 分 来 说 ， 外 行人 是 感到 神秘 的 。 他 设想 
前 是 一 些 枯燥 乏 味 的 数字 ， 是 受 铁 的 法 则 制约 的 了 无 生气 的 
机 城 结 构 。 另 一 方面 ,这 座 塘 往往 极 大 地 限制 了 钥 在 墙 里 的 人 
的 视野 。 他 惯 于 用 特有 的 尺码 来 谭 量 一 切 数 学 对 象 ， 并 且 还 
自 鸣 得 意 ， 坎 为 没有 什么 讲 读 的 东西 会 进入 他 的 领地 。 

折 右 这 肉 墙 ， 用 一 般 人 也 能 欣赏 的 方式 来 介绍 数学 是 可 
能 的 吗 ? 难道 不 能 使 数学 的 欣赏 扩大 到 那 些 " 数 学 无 才 ? 的 小 
圈子 沁 外 吗 ? 如 果 数 学 天 才 只 是 指 那 些 富有 才华 、 有 新 的 数 
学 发 现 的 人 ,那么 确实 只 是 极 少数 。 同 样 的 道理 ,在 那些 能 作 
乐曲 的 人 们 中 ， 只 有 极 少 数 具 有 音乐 天 才 。 然 而， 伐 音 乐 ， 
甚至 能 仿制 乐曲 ， 或 者 至 少 能 砍 赏 音乐 的 人 ， 却 是 大 量 的 。 
我 们 相信 ， 能 名 理解 简单 的 数学 思想 的 人 ， 祖 对 来 说 ， 不 会 
少 于 通常 所 谓 的 音乐 爱好 者 ， 并 且 只 要 能 去 掉 人 们 从 幼年 时 
民 的 经 验 中 大 量 形成 的 对 数学 的 成 网 ， 郑 么 他 们 的 兴趣 就 会 
大 大 扣 高 。 

这 里 各 篇 的 目的 在 于 表明 ， 只 要 能 抓 住 实质 把 基本 的 数 
学 思想 介绍 清楚 ， 对 数学 的 成 见 就 可 消除 。 本 书 添 图 为 包含 


有 数学 的 洛 种 现象 ， 为 数学 本 身 ， 并 为 其 所 具有 的 固有 价值 
举 出 一 些 例子 。 

设 流向 不 情 数 学 的 人 介绍 数学 是 常 有 之 事 ， 不 过 通常 的 
作法 总 是 强调 数学 在 人 们 所 从 事 的 其 它 领 域 中 的 用 途 ， 竟 力 
确保 读者 的 理解 和 兴趣 ， 不 大 其 繁 地 叙述 数学 在 技术 和 其 它 
方面 的 好 处 ， 并 用 很 多 例子 却 以 说 明 。 另 一 方面 ， 写 出 了 许 
多 有 关 数 学 游戏 方面 的 书籍 。 虽 然 这 些 书 搜 集 了 不 少 有 趣 
的 材料 ， 但 它们 恰 愉 严重 地 至 央 了 数学 的 真实 面 萄 。 景 后 ， 
另外 一 些 书籍 是 按 一 般 哲 学 的 合理 性 来 讨论 某 些 数学 的 基础 
的 。 阅 读 以 后 各 篇 并 对 绝对 的 纺 数 学 有 初步 爱好 的 读者 ， 自 
然 会 把 他 的 注意 力 放 在 这 样 一 种 数学 的 认识 论 的 估价 上 去 。 
但 这 好 象 是 我 们 对 数学 附加 了 一 种 外 来 的 价值 ， 是 根据 它 本 
身 以 外 的 标准 来 判断 它 的 价值 。 

在 以 后 各 篇 中 ， 我 们 将 不 可 能 论证 在 数学 本 身 范围 内 所 
提出 的 一 些 概念 的 意义 。 我 们 不 能 考 虚数 学 内 部 的 应 用 ， 就 
是 说 ， 把 数学 一 个 领域 的 概念 和 结果 ， 应 几 王 数学 的 其 它 领 
域 。 这 誉 味 着， 我 们 必须 略 去 数学 体系 中 某 些 极 本 质 的 东 
西 : 渗入 这 个 体系 的 各 个 方向 的 巨大 而 错综复杂 的 联系 。 这 
种 省 略 在 我 们 方面 是 极 不 感 意 的 ， 因 为 重大 的 数学 发 现 往往 
就 在 于 揭示 这 种 十 分 重要 的 相互 关系 。 但 是 ， 为 了 揭示 这 种 
相互 关系 ， 我 们 角 要 你 长 期 的 多 方面 的 准备 ， 而 且 对 读者 来 
说 ， 还 必须 进行 全 面 的 训练 ,这 些 都 不 是 我 们 这 里 打算 作 的 。 

换 和 多 话说 ， 我 们 介绍 的 重点 ， 不 是 那 种 其 它 学 科 能 向 一 
般 人 揭示 的 事实 ， 证 是 包含 有 数学 的 现象 的 一 些 类 型 ， 提 出 
问题 的 方法 以 及 解决 问题 的 方 法。 毫 无 疑问 ， 若 事理 解 重大 


”的 数学 成 果 ， 是 需要 有 谢 博 的 理论 ， 长 期 的 练习 和 坚持 不 懈 
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的 努力 的 。 这 对 于 音乐 也 是 如 此 。 第 一 次 参加 次 乐 会 的 人 ， 
难以 欣赏 巴 忒 的 “ 赋 阁 曲 "， 也 不 能 立即 具体 了 解 交响 乐 的 结 
构 。 但 除了 大 型 的 音乐 作品 外 ， 还 有 一 些 较 小 前 然而 确实 是 
绝妙 的 片段 ， 而 它们 所 含 的 精神 却 能 使 人 人 人 心领神会。 我们 
打算 从 广阔 的 数学 领域 中 选取 这 样 一 些 “ 较 小 的 片段 ”， 一 勾 
询 的 你 一 都 是 完整 的 深 题 ， 每 一 题 的 交 读 和 了 解 不 用 超过 一 
小 时 。 这 些 题 目 都 是 独立 的 。 因 此 阅读 任 一 篇 时 ， 不 需要 
记 住 以 前 读 过 了 什么 ， 也 不 要 求 读者 去 回忆 他 青年 时 期 可 能 
不 得 不 学 的 那些 东西 。 用 不 着 对 数 和 三 角 学 。 也 没有 提 到 匆 
积分 。 几 和 何 上 全 等 的 理论 ， 以 及 代数 和 的 乘法 将 会 逐渐 被 带 
加 到 读者 的 记 所 中 来 ， 这 就 是 一 切 。 

至 于 一 件 小 的 音乐 作品 ， 它 也 许 不 只 是 依靠 使 它 得 以 展 
开 的 乐 谎 线 才 显 得 美妙 的 。 主 旋律 的 一 点 细微 变化 ， 一 个 党 
外 的 变调 都 能 成 为 全 曲 的 高 潮 。 在 娄 似 的 意义 下 ， 我 们 的 污 
者 在 基本 思想 出 现 明确 变调 以 前 ， 似 应 认真 仔细 * 颁 听 " 问 是 
的 基本 忻 的 ， 它 的 发 展 ， 以 及 用 以 说 明 扰 个 主题 指 最 初 的 几 
个 俩 子 。 在 进行 推理 时 ， 他 应 当 比 通常 在 阅读 时 所 要 求 的 更 
积极 主动 些 。 如 末 能 艇 到 这 些 ， 他 将 发 现 ， 掌 握 每 一 个 题 昌 
的 基本 思想 并 不 夺 难 。 这 时 他 会 忱 然 大 情 于 一 些 伟 大 思想 家 
所 创作 的 东 症 。 当 时 他 们 柚 热 地 离开 了 他 们 深刻 的 理论 成 果 
的 领域 ， 从 简单 的 开端 出 发 ， 制 作 了 一 种 小 型 独立 的 艺术 作 
品 ， 即 短篇 数学 杰作 。 
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1, 素数 序列 


6 等 于 2 和 溢 3， 但 ?7 不 能 同样 写作 两 个 因子 之 积 ,所 以 7 
也 作 素 数 〈 或 称 质 数 )。 一 个 素数 是 一 个 正 整 数 ， 它 除 了 本 
身 和 1 以外， 不 能 写作 两 个 较 小 的 亲子 之 积 。5 和 3 也 是 素 
数 , 但 4 和 12 不 是 ,因为 4 二 2:2, 而 12=3.4。 象 4 和 12 
这 种 可 以 分 解 因子 的 数 叫 作 合成 数 。 数 1 不 是 合成 数 ， 但 它 
又 和 其 它 数 是 如 此 地 和 不同， 因而 通常 也 不 把 它 奢 成 素数 ， 因 
此 ?是 第 一 个 了 素数， 开头 一 些 素数 是 ， 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, eo: 
一 眼 就 可 以 看 出 ， 这 个 序列 不 符合 任何 一 种 简单 规律 ， 实 际 
上 ， 素数 序列 的 构 小 尼 非 党 复杂 的 。 

一 个 数 可 以 逐步 分 解 ， 直 到 它 化 为 若干 素数 之 税 。 象 
6 二 2 3 立即 表 为 两 个 素数 之 积 ， 而 30 一 5.6， 又 6 一 3.3, 得 
出 80 二 2.3'5、 为 三 个 素数 之 积 。 同 样 ，24 有 四 个 素 因 子 ， 
(24=3.8 一 3 2 4 一 3.2.2.2), 其 中 俊 好 有 3 个 因子 是 相同 的 
素数 2?。 对 于 一 个 素数 来 说 ,只 能 写成 5 一 5, 即 一 个 单独 融雪 
之 积 。 用 逐步 分 解 的 方法 ， 除 1 外 的 性 何 正 整 数 都 可 以 写作 
素数 之 积 。 因 此， 素数 可 以 看 作 是 全 部 正 整数 序列 的 基础 。 

在 欧 风 里 德 的 < 几何 原本 ”第 九 卷 中 ， 提出 并 解答 了 素数 


1 


序列 最 后 是 否 有 终结 的 问题 。 已 经 证 明 , 这 个 序列 没有 终点 ， 
也 站 是 在 每 一 个 素数 之 语 ， 总 能 找到 男 一 个 更 大 的 素数 ， 
欧 乒 前 证 明 非 党 巧妙 而 县 十 分 简单 。 一 些 数 3，6，9， 


12，15，18……… 都 是 3 的 倍数 。 甚 它 的 数 都 不 能 外 3 整除 。， 


依次 较 天 的 数 4，?7，I0，13，16，19-…… 都 是 3 的 倍数 加 
1， 自 然 是 不 能 让 3 整除 的 ;例如 ，19 一 6 3 二 1，22 一 7.3 十 
1 等 等 。 间 样 ，5 的 倍数 加 1 是 不 能 被 5 整除 的 〔〈21 三 4.5 十 
1)。 对 于 了 7，11 等 等 也 都 一 样 。 
欧 氏 写 出 了 以 下 省 数 ， 
2.3+1=7 
2.3.54+1=31 
2.3 .5 .9 二 + 2 
2,3.5.7'11+I=2311 
2.3.5.7.11,13 二 1 一 30,031, 杜 等， 
涉 两 个 素数 、 头 三 个 素数 ， 以 及 更 多 的 儿 个 岩 数 乘 在 一 起 然 
后 再 加 1。 这 些 数 不 能 被 任 一 个 组 勤 它 的 素数 整除 。 因 为 31 
是 2 的 倍数 可 1， 它 不 能 被 2 整除 。 它 又 是 3 的 借 数 加 1 所 
以 不 能 被 3 整除 ， 它 又 是 5 的 代数 加 1 所 以 世 不 能 被 5 整 


除 。31 恰好 是 素数 , 并且 一 定 天 于 5。211 和 2311 是 新 的 沸 : 


数 ， 但 30031 不 是 素数 。 央 而 ，30031 不 能 被 3，3，5，7， 


ep” 


11 或 13 整除 ， 所 以 它 的 素 因 子 一 定 大 于 13。 事 实 上 ， 通 过 


简单 计算 ，80031 一 59.509， 而 这 些 素 因 子 都 大 于 13。 
这 样 的 论证 我 们 可 以 照样 推演 下 去 。 令 也 为 任 一 素数 ， 
作出 由 2 到 呈 的 全 部 素数 的 乘积 再 加 1， 写 成 
2.3.:5:7°11*."P+1l=N, 


4 
素数 2,3,5，' -了 中 没有 一 个 可 以 整除 N ， 这 样 六 或 者 是 素 拉 


2 


和 


二 


数 自然 是 大 于 的)， 或 者 N 的 爹 部 素 固 子 邦和 2,3,5,:*。 
卫 本 半 ， 并 且 太 于 PP。 椒 论 在 何 种 情形 ， 一 个 大 于 P 的 举 
数 已 经 和 找到。 因此， 不 管 了 有 多 么 太 ， 总 有 更 大 的 案 数 存 
在 。 

欧 氏 这 部 分 论证 很 值得 注意 ， 而 要 说 明 它 的 绝妙 特征 却 
大 有 困难 的 。 这 个 问题 本 身 具 有 理论 上 的 兴趣 。 而 旦 只 有 对 
数学 思想 有 一 定 内 在 感情 的 人 ， 由 于 个 , 爱 


希 跨 时 公 是 非常 明 明 岩 的， 而且 已 传 给 了 后 代 的 文化 。 还 有 ， 
这 一 问题 是 绝 大 多 数 人 所 轻视 的 ,正当 这 一 问题 引起 我 们 注 
意 的 时 候 ， 它 显得 仿佛 是 瑛 侠 而 多 佘 的 ， 而 它 的 实际 困难 是 
不 能 立即 看 出 米 的 。 反 后， 我 们 必须 赞扬 欧 氏 证 明 这 一 定型 
所 用 的 巧妙 而 简单 的 方法 、 试 图 证 明 这 一 定理 的 较 自 然 的 方 
法 不 是 获 氏 的 方法 。 较 自然 的 方法 是 试 求 任 一 已 知 素数 后 边 
紧 跟 舶 那个 素数 。 但 是 由 于 素数 组 成 的 极端 的 元 规则 性 ， 所 
作 的 这 种 党 试 最 后 都 失败 了 。 
欧 氏 的 证 法 克服 了 素数 序列 的 维 成 没有 规律 的 降 碍 ， 就 
是 用 某 一 个 大 得 多 的 素数 去 代替 尸 后面 的 下 … 个 素数 .例如 ， 
在 他 的 证 明 中 ， 过 了 素数 11， 得 出 2311， 而 不 是 素数 13。 
并 且 过 了 素数 13， 得 出 素数 89。 在 所 考察 的 素数 和 还 明 中 
所 得 测 的 素数 之 间 ， 常 有 很 多 的 素数 。 这 并 没有 部 能 这 个 证 
* 基 的 意 艾 ， 而 只 能 证 实 希 甘 人 当时 的 智慧 还 布 能 使 他 们 和 作出 
更 多 的 贡献 。 
作为 素数 序列 复杂 性 的 一 全 证 据 ， 我 们 要 指出 在 序列 中 
有 着 很 大 的 间隙 。 例如， 我 们 将 正明 ， 可 以 找到 1000 个 相 
邻 的 数 ， 它 们 都 是 合成 数 。 这 个 方法 是 和 爽 氏 兴 密切 相关 


3 


了 


也 


的 。 

我 们 知道 2',3'5+1 一 31 不 能 被 2，3 或 5 整除 ， 如 果 两 
个 数 都 能 被 2 整除 ， 则 其 和 当然 也 能 被 2 整除 。 同样 ， 对 
于 3，5 等 等 也 是 如 此 。 现 在 2.3.5 可 以 被 3，3 和 5 整除 ， 
国 而 2:3:5+ 2 二 32 可 被 2 整除 ,2.3.5+3=33 可 被 3 整除 ， 
2-3.5 二 4 一 34 可 被 2 整除 ，2.3.5T5=35 可 被 5 整 际 ，2， 
3-5 二 6 二 36 可 被 2 整除， 所以， 数 32，33，34，35， 36 都 
不 是 素数 。 这 个 论证 用 于 2.3:5+ 7 二 37 时 第 一 次 不 能 成 立 ， 
它 不 能 被 2，3 或 5 整除 ， 

用 相同 的 守法 4 芒 中 可 以 找到 1000 个 相 邻 合成 数 , 令 PP 
为 第 一 个 四 伍 音 数 (184 和 ， 作 出 下 列 1000 个 数 

2 :Pi2, 23. -P+ 2.3 十 10 嘲 。 
可 蜗 2，3， 生 ，5，…… ,1001 中 每 一 个 数 可 以 被 隶 数 2， 
3 中 之 一 款 除 ， 而 2.3…… 刁 也 是 这 样 。 因 此 , 上 表 
所 列 得 一 个 数 ， 可 被 2，3,…… 卫 中 之 一 整除 ， 因 而 它们 帮 
不 是 案 数 。 我 们 就 是 这 样 找 出 了 都 不 是 素数 的 1000 个 相 邻 
数 。 所 以 ， 在 琐 数 序列 中 至 少 可 以 找 出 1000 个 数 的 邮 辽 。 

自然 ， 在 沿 着 素数 序列 走 得 相当 远 以 前 ， 这 样 长 的 间 限 
不 会 出 现 ， 但 是 ， 如 时 我 们 走 得 足够 远 了 ， 我 们 可 用 同样 方 , 
给 得 出 我 们 所 需要 的 长 交 隙 。 

这 个 问题 和 有 葡 儿 的 问题 在 性 质 和 证 法 上 都 很 相似 ， 不 过 
基于 素 表 序 列 中 的 间 队 问题， 证 希 颈 人 可 设 有 研究 过 。 它 是 > 
近代 数学 家 在 研究 大 蝇 共 它 有 关 问 题 时 得 到 的 。 这 些 问 题 中 
的 大 多 数 是 不 容易 解决 的 ， 有 些 到 现在 仍 未 能 解决， 而 有 些 
则 把 我 们 引 向 数学 的 若干 全 新 团 域 。 

让 我 们 来 考虑 这 些 深 入 的 问题 中 的 一 个 ， 它 仍然 可 以 用 


同样 方 法 掌握 ， 而 且 对 于 其 它 某 些 问 题 也 能 得 到 一 些 启 发 。 
3 的 倍数 是 3，6，9，'… 测 这 些 数 机 1， 即 4，7，10.…'， 前 
画 已 经 提 到 了 。 其 它 的 2，5，8，11，14，17，20，23，.，.， 
都 是 除 以 3 后 余数 是 2 的 数 。 上 面 这 些 数 是 否 包含 无 限 多 个 
素数 ? 哉 是 说 ， 是 咨 序列 3，5，11，17，23，… 也 设 有 终 
结 ? 我 们 将 证 明 ， 这 样 的 素数 是 无 限 揭 。 
首先 我 们 必须 指出 ， 如 果 在 序列 1，4,，7，10，18e 
中 任 取 二 个 相 习 ， 则 其 积 必 仍 是 这 一 序列 中 的 数 。 这 些 数 中 
的 每 一 个 都 是 基 一 整数 乘 以 3 再 加 1。 设 第 一 个 数 是 3x 二 
1， 第 二 个 数 是 3 yy 二 +1， 则 它们 的 积 是 
《3 x 十 II(3 yt1)=9xy+3 y+ x+1 
=3(3 xy+ yx)+l1, (1) 
它 仍然 是 3 的 倍数 加 1， 所 以 仍然 是 在 原 序列 之 中 。 
现在 ， 对 于 2，5，8，11…… 中 任何 一 个 可 分 解 为 素数 
乘积 的 数 ， 其 素 因 子 中 至少 有 一 个 必然 仍 是 2，5，8,11,，…， 
中 的 一 个 。 例 如 14 一 2 7 有 因子 2， 叉 35 一 5.7 有 因子 5。 为 
了 表 角 这 总 是 正确 前 ， 我 们 注意 到 ， 一 个 素 国 子 或 者 在 3 的 
异 数 这 类 数 中 ， 或 在 序列 1，4，?7，10…… 中 ， 或 在 序列 2， 
5，8，……… 中 。3 的 倍数 中 只 有 3 本 身 是 素数 ， 而 它 不 能 
除 我 们 选 定 的 数 。 如 果 全 部 素 因 子 都 在 1，4，7，10…… 一 
类 数 中 ， 则 按照 上 面 指 电 的 (1)， 我 们 的 数 扔 将 属于 这 一 类 ， 
因而 一 个 数 和 不 属于 这 一 桨 了 时， 村 消 有 一 个 素 因 子 必 定 是 数 2， 
5，8， 了 1 …… 中 之 一 。 
现在 我 们 可 以 用 欧 氏 证 水 进 行 ， 下 是 考虑 用 
2.3.5, 1 Ll1=M 
去 代替 .37 


J 是 3 的 倍数 减 1， 就 是 说 ， 是 2，5，8，131…… 中 之 一 数 。 
局 一样， 显然 M 不 能 被 素数 2，3，5，7，11,…… 卫 中 的 
任 一 个 整除 。 或 者 M 是 一 素数 (大 于 己 的 ) 或 者 其 全 部 素 因 
子 都 大 于 了 。 在 后 一 种 情形 ,至 少 有 一 个 素 因子 是 2,5,8.……… 
中 之 一 ， 所 以 ， 在 这 两 种 情形 下 ， 我 们 都 能 找到 属于 此 类 数 
的 大 于 了 的 素数 。 因 此 ， 序 列 2，5，8…… 中 包含 无 限 多 个 
素数 。 

剩 下 的 问题 是 序列 1，4，7，10，13… .是 否 划 包含 无 
限 多 个 素数 。 很 可 能 ，2，5，8.… 包 含 无 限 多 个 素数 前 1， 
4，7，… 仅 仅 包含 有 限 个 素数 。 但 事实 上 ， 这 后 一 序列 也 
包含 无 限 多 个 素数 ， 不 过 要 证 明 这 一 点 需要 用 全 热 不 同 移 方 
法 。 在 后 面 的 一 篇 内 ， 我 们 将 得 到 关于 这 个 方法 的 一 些 线 
索 。 之 所 以 提 到 最 后 这 些 问题 ， 是 为 了 指出 近代 数学 的 问题 
和 方法 是 如 何 同 希 腊 时 代 的 那些 相连 系 的 。 不 但 在 个 别 间 题 
上 是 这 样 ， 而 且 在 近代 数学 的 整个 领域 内 也 是 如 此 ， 在 这 些 
氏 有 兴趣 的 领域 里 ， 研 究 工作 一 直 在 进行 着 。 


2。 曲线 通行 网 


一 家 电车 公司 决定 在 不 改变 现 有 轨道 情况 下 重新 组 织 其 
线路 系统 。 并 希望 轨道 的 每 一 段 仅 仅 使 用 于 一 条 线路 ， 乘 客 
可 以 由 一 条 线路 改 乘 另 一 条 线路 ， 最 后 到 达 他 要 到 的 任何 地 
方 。 问 题 是 ， 要 使 轨道 的 全 部 段落 包 揪 在 内 ， 并 且 每 一 段 加 
道 只 允许 有 一 条 线路 通过 ， 公 司 至 少 应 设置 多 少 条 线路 ? 

对 于 其 轨道 网 如 图 1 所 永 的 一 个 很 小 的 城市 ， 问 题 很 简 


单 ， 一 条 线路 从 4 到 了 ， 第 二 条 从 忆 C 到 DD， 两 条 都 通过 玉 。 
或 者 - -条 线路 从 4 经 过 到 品 ， 而 第 二 答 从 万 经 过 下 到 忆 ， 
最 后 还 可 以 一 条 线路 从 4 经 过 到 到 C ， 而 甸 一 条 从 8 经 过 下 
到 D， 每 一 种 情况 ， 都 需要 两 条 线路 。 包 括 4 条 线段 4 五 、 
8k、CK、DE 的 一 条 环形 线路 是 不 可 能 的 。 当然 ， 公 司 
可 以 在 Ri 设 一 个 新 的 转换 

点 ， 即 一 条 经 过 玉 的 线路 到 a 

A 终止 ， 从 请 到 8B 作 短程 往 KR 2 
运 ， 成 为 一 条 新 的 线路 。 但 | 

这 增加 了 所 需 线路 的 数目 。 1 

增加 更 多 的 转换 点 ， 线 路 个 

数 将 将 之 增加 。 但 我 们 对 此 不 感 兴 超 ， 因 为 原来 的 问题 是 求 
尽 可 能 少 的 线路 数目 。 

图 2 仍 是 一 个 十 分 简单 的 加 道 网 ， 但 在 这 里 问题 也 较为 
复杂 。 一 种 可 能 是 ， 从 4 错过 了 ，0G，D，E 又 回 到 4 (一 
条 封 疾 线 路 )， 第 二 条 线路 可 以 从 4 经 过 下 ， 晶 ， 占 到 DD, 还 
需要 的 三 条 线路 是 BF ,EG，CH ， 总 共 开 出 五 雏 线 路 ,。 但 
这 并 不 是 可 能 的 最 好 安排 。 头 两 条 线路 可 以 合并 成 一 条 线 
路 ， 即 从 4 弹 过 8，C ，DD， 户 癌 到 4 后 再 经 过 下 ，G，, 玉 
而 到 近 局 。 这 样 ， 把 线路 数 城 少 到 四 个 。 但 是 ， 是 否 可 以 只 
安排 三 条 线路 呢 ? 

在 图 3 的 曲线 网 中 ,可 以 作 从 4 绕 过 8 ，C， 卫 和 EE 加 
到 4 再 经 过 到 8 的 一 委 线 路 ， 还 有 三 条 则 是 CF，DF， 
互 刺 ， 而 其 中 两 条 可 合并 成 一 条 CE， 有 从 币 只 剩 下 了 一 条 
Er。 在 这 种 情况 下 ， 头 二 撮 经 过 琅 ， 而 第 三 条 止 于 万 。 国 
而 可 以 提出 这 样 一 个 疝 题 ， 话 否 最 好 安排 两 条 线路 呢 ? 


已 本 
图 2 名 


我 们 无 需 也 很 难 把 图 2 和 图 3 中 一 切 可 能 的 线路 都 列 出 
来 ( 象 对 于 图 1 那样 )， 从 而 确定 线路 的 最 少 条 数 。 把 复杂 
的 曲线 网 列 出 来 是 一 个 很 麻 需 的 程序 ， 这 在 任何 情况 下 ， 都 
不 是 一 个 使 人 感 兴趣 的 问题 。 把 任 一 已 知 曲 线 网 的 全 部 可 能 
性 都 烈 出来， 并 不 比 两 个 七 位 数 相 冬 更 有 数学 意义 。 数 学 的 
精神 是 让 我 们 找 出 问题 的 实质 而 用 它 解 决 问题 。 

问题 的 实质 是 十 分 简单 的 。 我 们 必须 考虑 各 条 线路 的 洋 
点 在 什么 地 方 。 在 图 1 内 ， 线 段 的 自 申 端点 如 A，B，C 和 
DD 必然 是 线路 的 端点 ， 因 为 在 这 一 情况 下 ， 肯 定 至 少 有 四 个 
端点 ， 而 每 一 条 线路 不 能 超过 两 个 端点 〈 自 然 ， 闭 合 线路 没 
有 端点 )， 显 然 ， 在 四 个 端点 间 至 少 有 两 条 线路 。 这 里 ,经 过 
简单 的 思考 ， 就 得 出 了 上 述 的 从 考虑 一 切 可 能 情况 中 得 到 的 
同样 结果 。 

在 图 2 内 ， 这 里 没有 自由 部 点 ， 但 有 有 象 4 那样 有 三 条 线 
段 在 这 里 会 售 的 点 。 这 样 的 地 方 至 少 是 一 条 线路 的 端点 ， 因 
为 两 条 线路 识 不 可 能 在 同一 线段 上 。 在 图 2 内 ， 这 里 有 八 个 
这 样 的 点 ， 所 以 必然 至 少 有 线路 的 八 个 端点 。 八 是 一 个 个 
数 ， 即 四 条 线路 的 端点 。 所 以 至 少 有 四 条 线路 。 象 我 们 在 上 
面 已 所 济 的 ， 正 好 是 四 条 线路 。 
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在 图 3 中 ， 有 五 个 我 们 已 讨论 过 的 部 样 的 连接 吉 ， 此 外 
还 有 有 第 6 点 不 ， 这 里 不 是 三 条 而 是 五 条 线段 在 此 会 全 了 。 我 
们 称 五 这 样 的 点 为 五 阶 的 连接 点 。 如 在 前 面 图 3 的 讨论 中 所 
作 的 那样 ， 在 下 处 ， 酚 对 线段 可 以 连 成 线路 ， 只 剩 下 一 让 。 
同样 ， 对 于 芷 意 奇 阶 连 接点 ， 类 似 的 诗 论 也 能 成 立 ， 即 剩 下 
了 一 个 线段 ， 由 而 这 至 少 是 一 条 线路 的 端 虎 。 现 在 我 们 夏 到 
图 3 中 至 少 要 有 六 个 端 贞 《是 一 个 候 数 )， 所 以 至 少 要 有 三 
条 线路 。 

对 于 任 一 曲线 网 ， 不 论 多 么 复 水 ， 都 很 容易 数 出 奇 阶 连 
接点 的 个 数 ， 再 除 以 2， 就 得 出 可 能 的 最 少 线路 数 。 上 述 的 
三 个 例子 中 ， 奇 阶 连 接点 都 是 偶数 个 ， 这 个 数 的 一 半 就 是 线 
路 数 ， 这 不 但 是 问题 的 必要 条 件 ， 而 且 是 充分 条 件 。 现 在 我 
位 要 确定 ， 是 否 对 隆 任 一 曲线 网 ， 责 阶 违 接点 的 个 数 总 基 个 
偶数 ， 是 否 这 个 数 的 一 尘 就 是 线路 数 。 

不 管 曲 线 网 多 么 复杂 ， 一 定 可 以 找 出 一 些 线路 系统 。 在 
每 一 个 这 样 的 系统 中 ， 任 一 线段 只 能 有 一 条 线路 通过 。 事 实 
上 ， 只 要 在 每 一 对 连接 点 之 问 的 线段 上 都 不 立 一 条 独立 的 往 
运 线 路 ， 则 就 成 为 一 个 线路 系统 。 不 过 ,这 就 需 楼 很 多 线路 ， 
因而 还 会 有 其 它 线 路 较 少 的 系统 。 我 们 丰 找 的 是 最 优 的 ， 即 
所 需 的 线路 数 是 最 少 的 。 在 一 切 可 能 设想 到 的 系统 中 ， 必 然 
有 一 个 是 最 优 的 一 一 即 役 有 其 它 的 系统 比 它 需 要 更 少 的 线 
路 。 

很 明显 ， 一 个 线路 系统 如 果 象 图 1 那样 ， 包 括 额 外 的 转 
换 点 五， 当然 不 是 最 优 的 。 又 如 果 象 图 3 中 的 下 点 那样 ， 它 
古 上 几 条 线路 的 端点 ， 这 也 不 是 最 优 的 。 因 为 一 条 线路 由 C 到 
己 ， 奶 一 条 由 五 到 五 ， 则 它们 可 在 到 连接 成 一 条 线路 ， 从 而 
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城 少 了 线路 的 总 数 。 为 了 使 系统 最 优 ， 过 接点 处 的 线段 都 村 

成 对 配 成 线路 ， 这 意味 着 在 奇 阶 连 接点 处 恰好 有 一 线路 在 此 

终止 ， 在 侦 阶 点 处 就 没有 线路 的 端点 。 因而 六 点 的 总 数 ， 将 
是 此 曲线 网 中 奇 阶 连 接点 前 个 数 。 

我 们 还 将 确定 ， 一 个 最 优 系统 是 否 可 以 包含 闭 各 线路 。 

这 种 闭合 线路 ,我 们 在 讨论 图 2 时 提 汉 过 ， 现 在 我 们 把 它 其 

4 青 连 接 到 线路 4FG 万 D， 使 线路 从 五 条 起 到 四 条 。 过 接 

成 的 线 

和 号。 当 某 一 闭合 线路 含 奇 阶 连接 点 时 , 可 以 同样 编 三 线路 

数 ， 而且 对 二 仅 包含 偶 阶 连接 点 的 闲 合 线路 ， 也 可 必 类 似 简 

化 。 设 < 是 在 闲 合 线路 上 的 这 样 一 个 连接 点 〈 图 4) (这 里 是 

8 字形 )， 经 过 4 的 其 它 线路 以 虚 曲 线 表 示 ， 它 们 可 以 六 任 

党 路 答 继 续 走 下 去 。 如 果 要 使 这 一 系统 是 最 优 的 ， 则 不 能 有 

线路 终止 子 4， 所 以 由 8 经 过 4 可 以 继续 走 下 去 ， 青 经 过 

五 ， 这样， 我 们 可 以 把 这 条 线路 和 闭合 线路 作成 一 个 单一 的 

线路 ， 它 通过 8 和 .4， 然 后 围 线 闭 合 线路 回 到 .4 又 再 通过 

妃 。 因 为 这 样 碱 少 了 线路 的 条 数 ， 所 以 原来 的 系统 将 页 是 最 

优 的 。 不 过 ， 我 们 要 注意 ， 在 

年 人 这 种 简化 中 ， 新 作成 的 线路 可 

人 1 能 是 闭合 的 ， 因 为 原来 的 线路 

( 2 B4E 可 以 继续 下 去， 并 且 回 

到 下。 如 果 是 这 样 ， 进 一 步 的 

简化 仍 是 可 能 的 。 如 果 在 某 一 

和 台中， 新 的 ， 包 含 一 个 奇 阶 

昌 1 连接 点 的 也 合 线路 出 现 了 ， 下 

一 步 的 简化 将 产生 一 条 非 闲 全 的 线路 。 不 然 和 的 话 ， 原 曲线 网 


10 


的 全 部 过 接点 必然 全 是 偶 险 的 ， 而 这 一 系统 最 后 将 缩减 为 一 
条 单 -- 的 闭合 线路 了 。 

总 绪 上 述 绪 果 ， 我 们 看 到 ， 如 果 一 个 系统 是 最 优 的 ， 那 
么 线路 的 端点 只 能 足 奇 阶 过 接点 ， 而 每 个 这 样 的 点 只 能 是 线 
路 的 端点 。 还 有 ， 最 优 系统 一 般 不 能 有 闭合 线路 ， 除 非 原 曲 
线 网 的 全 部 连接 点 都 是 偶 阶 的 ， 而 这 时 叭 一 的 闭合 线路 将 走 
遍 整 个 曲线 溯 。 这 样 ， 在 电 优 系统 中 ， 奇 阶 连接 点 的 个 数 等 
于 线路 端点 的 个 数 ， 因 此 是 一 个 偶数 ， 而且 线 路 的 最 小 个 数 
应 是 奇 阶 连接 点 的 个 数 之 尘 ， 除 非 全 部 连接 点 都 是 偶 阶 的 ， 
而 这 时 的 最 少 线路 数 ， 是 一 条 (闭合 的 ) 线路 。 


3, 一 些 极 大 问题 


1. 我 们 试 比 较 届 长 为 2 时 的 各 种 矩形 的 面积 (图 5 )。 
每 个 矩形 的 宽 都 小 于 1 村 ， 当 宽 接近 于 1 时 时 ， 虽 高 和 面积 
就 变 小 。 如 果 高 接近 于 1 时 ， 则 其 宽 和 面积 也 很 小 。 高 和 宽 
都 适中 的 知 形 就 有 较 大 的 面积 ， 我 们 要 问 ， 究 党 哪个 矩形 面 
积 最 大 。 这 是 一 个 关于 极 大 的 问题 。 大 约 是 一 切 这 类 问题 
中 最 简单 最 十 老 的 一 个 ， 因 此 用 它 作 导 引 是 最 合适 不 过 的 
了 。 

这 个 问题 在 欧 氏 著作 着 页 葛 定 理 27 中 已 解决 了 。 我 们 
的 证 明 将 应 用 同一 原理 ， 不 同 于 欧 氏 的 仅 在 于 说 明 上 。 图 6 
中 矩形 48CD 表示 周 长 一 定 (P) 的 任 一 煽 形 .正方 形 BEFG 


每 边 长 都 是 了 P， 所 以 它 的 局 长 也 是 P。 我 们 断定 这 个 正方 


了 


图 5 图 6 


形 就 是 问题 的 答案 ， 就 是 说 ， 沁 的 面积 比 性 条 有 相同 周 长 的 
矩形 的 面积 都 大 。 在 图 上 有 呆 影 的 拭 形 ZZ 是 原 和 矩形 和 正方 形 
共有 的 部 分 ,正方 形 还 包含 一 部 分 面积 各 ,而 原 矩 形 是 由 2 和 
了 组 成 的 。 现 在 .4B+ BC 是 算 形 周 长 之 举 ， 而 GB+ BE 是 
正方 形 赔 长 之 半 ， 所 以 二 者 应 相等 ; 4B+ BC 一 GB+ BE。 
这 可 腑 写成 A646GB8 二 80C=GB8+8C+CE， 由 此 得 到 
AG=CE。 这 样 , 插 形 和 的 高 栓 好 是 矩形 工 的 宽 。 但 是 工 的 
. 宽 是 正方 形 的 一 边 ， 而 了 的 高 则 是 正方 形 边 长 的 一 部 分 ， 因 


投了 


:而 比较 小 。 如 果 图 ? 中 的 二 个 矩形 有 -一边 长 度 相 等 ， 则 另 一 

边 较 大 的 秆 形 必 有 较 大 的 面积 ， 即 六 大 于 了 。 因 此 + 大 
于 了 + ， 靶 正方 形 比 簿 形 面积 部 大 。 只 有 当 48CD 成 为 
正方 形 本 身 了 时， 了 的 高 不 再 是 正方 形 边 长 的 一 部 分 ， 正 方形 
BFG 本 身 就 是 原始 的 矩形 4BCD 了 。 所 以 正方 形 面 积 H 
二 加 区 宫 且 有 相同 用 长 的 生 形 的 而 积 都 太 。 
12 


这 个 结果 是 古 希 腊 人 兽 经 镍 述 过 的 。 它 还 可 以 用 一 个 代 
数 公 式 写 出 来 ， 这样 可 以 把 它 放 人 现代 数学 中 。 令 x 和 yy 
是 用 时 表示 的 和 矩形 的 二 边 长 ， 算 形 的 面积 可 以 写成 平方 时 
数 ， 而 其 周 长 为 x 二 y 十 * 十 =2(# 十 3) 时 。 所 以 ， 正 方形 


边 长 为 二 (x 士 切 时 ,而 其 面积 为 (+ 和 ) 平方 时。 这 梯 ， 
~ 二 2 
如果 x* 入 是 任意 二 个 正 数 ， 其 结果 就 成 为 xy<{ 之) 


:C1] 


流 

= 

名 

对 

TE 
cs 1 十 


， 用 语言 表达 ， 可 以 这 样 说 ， 两 数 的 开 何 
均值 常 / 小 于 它们 的 算术 平均 值 ， 只 有 王 数 相等 时 它们 才 相 
2. 现在 我 们 已 经 看 到 所 少 极 大 问题 及 其 解法 的 意义 了 ， 
首先 提出 了 一 个 解 ， 然 后 证 明 这 个 解 所 对 应 的 图 形 ， 在 已 知 
性 质 上 (这 里 是 面积 ) 与 共 它 各 图 形 比较 都 超过 了 它们 。 现 
在 ， 可 以 转向 这 一 池 的 主要 阐 题 ， 在 内 接 于 给 定 圆 的 三 角形 
中 ， 求 面 各 为 最 大 者 。 这 个 疝 题 在 欧 民 以 前 一 个 扯 纪 的 柏 科 
图 时 代 如 果 未 能 解决 ， 也 很 可 能 已 讨论 过 。 然 而 ， 既 不 是 欧 
几 里 德 ， 电 不 是 更 近代 的 著作 做 出 了 下 述 的 解答 。 它 是 由 十 
项 惟信 研 究 和 发 现 的 。 
在 原 三 角形 48C 之 外 ,我们 注意 等 过 三 角形 A408BoCo 内 
接 于 同一 癌 或 男 -- 等 加 (图 8)。 因 为 等 边 三 和 角形 除了 可 以 
转动 外 是 稳 国 的 ， 所 以 .0B0C4 的 面积 已 经 完全 确定 。 我 们 
断定 等 边 三 角形 是 我 们 的 解 ， 就 是 说 ， 它 的 面积 比 其 它 任 何 
内 接 三 角形 都 天 。 
我 们 首先 注意 到 ， 等 边 三 角形 把 已 知 圆周 分 成 三 个 相等 
的 强 ， 而 其 它 三 角形 都 分 成 不 等 的 三 个 缉 。 后 面 胸 三 个 绝 必 
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图 8 


定 有 一 个 共 长 谋 大 于 图 局 长 的 三 分 之 一 。 若 不 是 这 样 ， 为 了 
组 成 全 圆周 ， 泣 个 强 都 将 等 干 三 分 之 一 圆周， 押 而 48C 将 
是 等 边 三 角形 ， 己 我 们 的 假设 并 非 如 此 。 同 样 道理 ， 至 少 有 
一 个 红 其 长 小 于 圆周 的 三 分 之 一 ， 第 三 个 强 可 能 大 于 或 小 于 
六 局 的 三 分 之 一 : 我 们 虽然 不 能 肯定 究竟 是 大 还 是 小 ， 但 这 
并 不 影响 我 们 的 论证 。 

慨 设 这 个 三 角形 已 标明 是 这 样 的 ， 弧 48 小 于 圆周 的 
三 分 之 一 ， 而 统 8C 大 于 三 分 之 一 。 在 图 9 内 ， 落 着 上 3 取 
张 C3"， 并 使 其 长 等 于 48。 三 角形 C4B” 是 4CB 关于 垂 
直 于 4C 的 直径 的 镜面 反射 像 。 我 们 再 量 死 4 使 其 等 于 


人 


人 
站 


图 9 必 雪 
三 分 之 一 的 图 周 长 ， 其 方向 和 由 4 到 8 一 样 。 因 48 绪 小 于 
六 局 的 三 分 之 一 ，8' 必然 超过 了 8。 不 过 8' 不 能 超过 8”， 
就 是 说 ， 它 落 在 8 和 8 之 间 。 如 果 它 超过 了 B87, 则 弧 48/ 
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将 天 于 .48*， 而 48* 是 C3B 的 镜面 反射 像 。 但 C8 是 大 于 
三 分 之 一 圆周 的 而 我 们 已 使 48 恰好 等 于 图 周 的 三 分 之 

令 因 8’ 在 B 和 8B” 之 闻 ， 它 比 8 高 . 三 角形 4CB 和 
ACB' 有 同一 底 4C， 而 408 之 高 小 于 4087 之 高 ， 六 三 
前 形 而 积 等 于 商 弱 底 的 一 半 ， 所 届 4C8 比 A4C8' 的 面积 
小 。 我 们 找到 了 一 个 新 的 内 接 三 角形 4C 8' 太 于 原来 的 三 角 
形 34C3， 而 其 一 过 .48’ 等 于 内 接 等 边 三 角形 的 边 长 。 

可 能 4C8' 正 好 是 一 等 边 三 和 角形。 这 将 是 在 原 三 角形 内 
蕉 取 的 训 4C 给 好 等 于 圆周 三 分 之 一 时 的 情形 。 这 样 ， 等 边 
三 角形 大 于 原 三 角 彩 的 证 明 已 经 完毕 。 如 果 ACB' 不 是 等 边 
三 和 角形， 我 们 可 把 48’ 作为 图 形 之 案 ， 就 象 洁 前 以 4C 为 
谨 一 样 。 为 糙 ， 我 公转 葡 外 形 ， 如 图 10 所 示 ， 直 到 48” 作 
了 底 。 我 们 现在 游 虑 4B"C， 以 43 为 底 ， 就 象 对 4CB 以 
4C 为 底 一 样 。 我 们 最 后 得 到 等 边 的 三 角形 48‘C’， 因为 
必 C" 和 48' 都 等 二 圆周 的 三 分 之 一 。 由 于 图 8 中 4oBoCo 
和 AB/C’ 都 是 内 接 于 等 圆 的 等 边 三 角形 ， 它 们 的 面积 是 相 等 
的 。 我 们 已 经 江 明 了 48’C' 大 过 4B'C, 而 4B'C 又 大 过 原 
三 角形 48C， 而 这 个 48C 假定 不 是 等 边 的 。 这 就 完成 了 证 
明 : 在 同一 萎 内 ;等 边 三 第 形 面积 大 于 任何 其 它 内 接 三 角形 。 

3， 上 上面 的 结果 不 过 是 比较 一 般 的 论述 的 一 个 特殊 销 况 ， 
这 一 般 论述 可 用 同样 方法 证 明 出 来 。 我 们 将 证 明 ， 全 部 内 接 
手 络 定 贺 的”* 迪 多 边 形 中 ， 正 多 人 边 形 是 最 大 的。 车 4=3， 
多 达 形 化 为 三 角形 ， 就 是 上 面 的 结果 。 

要 证 明 这 点 ， 需 要 注 总 另外 一 个 简 音 事实。 如果 已 知 内 
接 于 贺 的 任 一 多 边 形 {图 11)， 栽 们 可 以 徊 出 另外 一 个 肉 接 
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多 边 形 ， 它 有 相同 的 边 ， 但 边 的 次 序 已 任意 安排 过 。 我 们 只 
需 画 出 到 多 边 形 角 项 的 半径 ， 并 沿 着 半径 拒 略 分 成 几 个 扇 
形 。 这 些 扇形 可 按 所 需 男 排 成 其 它 次 序 。 星 然 ， 新 的 多 边 形 


与 原 多 迪 形 面积 是 丰 等 的 。 

现在 的 证 明 与 以 前 一 样 。 普 先 ， 和 如 轩 多 边 形 是 非 等 边 
的 ， 则 一 定 有 的 边 规 出 的 到 小 于 圆周 的 分 之 一 ， 也 有 的 边 
割 出 的 强大 于 阅 的 = 分 之 一 。 对 于 三 角形 来 说， 任何 两 边 都 
是 紧 挨 着 的 ， 但 如 二 大 于 3 ， 我们 感 兴 趣 的 两 边 可 能 就 不 是 
接着 的 。 不过， 我 们 刚才 关 到 ， 在 同一 品 内 可 作出 一 个 有 相 
同和 的 边 和 面积 的 新 的 多 边 形 ， 列 它 的 两 个 特定 的 边 是 互相 按 
着 的 。 假 法 小 按 叫 作 4B8， 较 大 的 是 BC。 我 们 可 以 内向 
B 的 方向 量 出 图 局 的 = 分 之 一 ， 得 一 器 点 B'。 象 先前 B 应 
在 8 和 8 的 镜 象 8” 之 间 一 样 ， 新 的 多 边 形 将 以 8 民 赫 8， 
而 其 它 顶 点 不 变 。 这 肝 它 的 而 积 就 较 原 多 边 形 加 大 了 。 同 
样 ， 新 多 边 形 的 一 个 边 48“ 是 正 多 边 形 一 边 的 长 府 。 我 们 
可 以 对 其 祭 x 一 1 个 边 采 取 辣 样 步骤 ， 在 必要 时 可 以 重新 排 
列 边 的 次 序 。 继 续 这 种 步 又 ， 将 得 到 一 个 正 多 边 形 ， 这 基因 
为 在 每 一 步 ， 新 边 的 长 度 都 正人 台 适 。 因 为 每 次 面积 都 得 到 增 
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加 ， 所 以 正 多 边 形 比 原来 的 任意 多 边 形 的 而 积 都 大 。 
同样 方法 ， 可 以 证 明 所 有 外 切 季 固 的 多 边 形 中 ， 下 多边 
形 有 最 小 的 面积 。 


[ 注 ] 符号 < 的 意 哆 ， 以 及 读 法 都 是 * 小 于 ”; S 的 罕 文 是 “小 于 或 等 于 "， 或 


“不 大 于 ”例如 3<5，3<<5， 并 给， 符号 光 的 意义 是 “大于”"， 这 的 意义 是 “大 


于 或 等 上 "。 


4. 不 可 通 约 线段 或 无 理 数 


有 美 长 度 ， 面 积 和 体积 的 度量 是 全 部 几何 的 基础 。 用 一 
个 线段 去 度量 另外 一 个 线 颖 ， 我 们 看 出 不 过 基 它 的 多 少 倍 而 
已 。 量 的 时 候 如 果 怡 好 没有 番 余 ， 这 就 很 简单 。 如 果 较 小 的 
线段 不 能 把 较 大 的 线段 从 好 量 完 ， 则 我 们 机 看 余 量 。 可 能 余 
量 愉 好 是 度量 线段 的 一 半 ， 三 分 之 一 ， 三 分 之 二 或 其 它 分 
数 。 如 果 是 这 样 ， 则 我 们 改 用 另 一 种 起 代 的 论 量 线段 ， 这 是 
原来 论 量 线段 的 一 令 分 数 部 分 。 这 个 新 线段 是 原来 两 个 线 诺 
的 " 通 约 量 ”。 

统 草 的 几何 问题 无 疑 是 包含 通 约 量 
的 。 例如， 一 个 和 矩形， 其 边 长 分 别 为 3 
和 4 时 ， 按 照 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 在 对 角 
线 上 的 正方 形 其 面积 为 

3 十 42 二 9 十 16 二 25 平方 时 。 
因此 ， 对 角 线 之 长 为 5 叶 。 因 而 一 时 是 
矩形 较 小 的 边 和 对 钊 线 的 通 约 量 ， 它 们 再 2 
的 比 为 3:5。 


这 样 就 很 自然 地 把 这 一 问题 转 到 正方 形 去 ， 看 边 和 对 
角 线 的 通 约 最 。 如 果 要 想 这 样 做 ， 则 需要 求 余 量 (图 12)， 
从 而 迫使 我 们 要 试验 越 来 越 小 的 线段 分 数 部 分 。 这 样 产 生 了 
一 个 问题 ， 旭 是 否 最 终 能 我 到 一 个 充分 小 的 通 约 量 ， 或 者 竟 
未 移 没有 这 样 一 个 通 约 监 ， 黎 名 话说 ， 是 否 两 个 线段 是 “可 
通 约 的 ?或 是 "不 可 通 约 的 "。 这 了 又 提出 一 个 问题 ， 即 是 否 一 
个 线段 可 以 分 割 为 任意 细微 的 小 恨 ， 或 者 说 是 否 有 一 个 可 能 
细 分 的 极限 。 一 条 直 线 是 由 无 数 不 可 再 分 的 小 份 所 组 成 的 
吗 ? 它 是 否 有 一 个 “原子 结构 "? 物质 的 原子 结构 概念 归功 于 
德 模 克 列 特 ， 他 出 乍 在 柏拉图 之 菌 。 然 面 ， 这 和 直线 的 原子 
结构 是 有 区 别 的 。 我 们 容易 认为 直线 是 “连续 ”的 ， 就 是 说 ， 
可 以 分 成 任 总 微细 前 小 份 ， 但 仍然 假设 直线 是 由 一 系列 原子 
擅 串 起 来 的 片断 。 差 不 多 同时 保存 下 来 的 这 个 片断 法 念 ， 应 
归功 于 阿 那 克 荚 哥 拉 ， 实 际 上 ， 这 是 说 直线 是 连续 的 。 这 个 
片断 论 流传 下 来 的 事实 ， 与 其 说 这 不 是 一 个 俑 然 的 说 法 ， 合 
不 如 说 ， 这 是 一 个 引起 了 很 多 讨论 的 有 争议 的 论点 ， 而 且 代 
表 了 人 类 在 博 益 解 决 这 个 基本 问题 的 方向 迈 出 了 实际 步子 的 
那个 时 期 。 

我 们 可 以 想象 ， 正 方形 的 边 和 对 角 线 是 不 可 通 约 的 这 个 
影响 深远 的 发 现 的 巨大 作用 。 这 个 发 现 应 归 蕊 于 毕 达 哥 拉 斯 
学 振 ， 这 是 南 意大利 的 一 个 秘密 协会 ， 关 于 它 所 知 其 少 。 据 
说 研究 这 个 问题 的 毕 外 学派 的 一 员 在 一 次 船只 失事 中 死亡 ， 
有 而 作 了 公开 赎罪 。 或 许 。 这 只 不 过 是 富 言 ， 不 是 真 的 ， 因 
为 对 于 当时 的 思想 起 础 来 说 ， 发 现 无 理 数 会 3 起 极 大 的 混 
瑟 。 不管 怎 样 ， 我 们 有 柏拉图 在 他 的 < 法 规 > 二 书 中 的 自己 的 
报告 ， 谈 到 当 他 首次 学 习 这 一 发 现时 ， 他 是 何等 的 汶 动 。 
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我 们 将 为 这 个 事实 给 出 两 个 证 明 ， 而 不 去 考虑 有 超 的 历 
忠 问题 ， 即 哪 一 个 证 明 更 旱 些 。 第 二 个 证 明 不 仅 是 出 欧 几 里 
德 ， 共 至 是 由 亚 历 十 多 德 提出 的 。 第 一 个 显然 更 上 古老 一 些 ， 
属 和 十 希腊 的 典型 ， 其 精神 见于 欧 氏 著作 的 第 十 着。 

对 于 第 一 个 证 明 ， 我 们 必须 首先 注意 初等 几何 的 一 些 事 
实 。 整个 论证 是 容易 理解 的 ， 即 徒 劳 地 企图 找 出 一 个 公认 
量 , 先 量 正 方形 之 边 ， 再 芭 对 角 线 ， 不 断 作 下 去 ， 试 图 找 出 
一 个 合适 的 分 数 部 分 。 我 们 由 上 8 沿 对 角 线 其 出 一 边 之 长 (图 
13)。 只 量 一 次 ， 其 庙 点 止 于 吕 。 重 直 于 BD 国 线 8'D, 臣 
8 是 与 4C 的 交点 。 把 下 和 呈 也 连结 起 来 。 我 们 有 BA4= 


BD， B88 一 8B，AB4B8'= 了 BDB8’， 最 后 … 个 结果 是 因 
为 二 者 都 是 直角 ， 所 以 由 全 等 定理 ,三 角形 B48 和 8 站 B” 
是 全 等 的 ， 而 48 和 DB’ 为 对 应 边 ， 因 而 烛 等 。 还 有 角 
BCB， 在 正方 形 一 边 和 对 和 角 线 之 间 ， 所 以 是 半 直 角 。 又 因 
角 CDB’ 由 作 图 看 是 一 直角 ， 在 三 角形 CD8' 内 疡 剩 的 第 三 
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角 世 是 华 痛 角 ， 因 此 C DB’ 是 一 等 腰 主 角形 ， 共 两边 DE/ 
和 DC 和 粗 等 ， 总 结 以 上 的 证 明 ， 我 们 有 
AB’=B'D=DC, (1) 
现在 我 们 由 C 点 作对 角 线 的 季 线 4'C 使 其 等 二 DB'。 
4 与 B87 相连 结 ， 作 威 48’DC， 古 一 个 新 的 较 小 的 正方 
形 。 对 十 这 个 新 的 正方 形 ， 以 上 全 部 步 又 可 以 揣 套 实行 。 在 
对 角 线 上 从 5 量 出 ~- 边 之 长 得 点 D'， 再 国 30 的 短线 
B*D’。 和 如 前 我 们 有 
A B=BD'=D'C, (2) 
显然 这 是 可 以 依次 重复 的 ， 每 次 在 对 角 线 上 有 一 剩余 线段 ， 
而 我 们 就 拿 它 必 为 次 一 正方 形 的 一 个 边 。 这 个 步 允 是 永远 不 
能 完结 的 ， 余 段 ( 它 永远 不 能 为 零 ) 在 每 步 变 得 越 来 越 小 : 
CDE>OD EOD > CD ts 了 (3) 
每 个 余 段 是 对 应 正方 形 对 角 线 和 边 长 的 差 ， 
CD=CB— AB, CD’—0B’—A'B’, 
OCD’=CB— A*B ,1 (4) 
这 完成 了 第 一 证 法 的 几何 为 面 的 准备 ， 这 个 征明 是 反 钙 
法 。 我 们 假 谈 边 和 对 角 线 是 可 通 约 的 ， 再 证 明 这 必 将 导致 一 
个 不 可 能 的 情况 。 如 果 二 者 是 可 通 约 的 ， 它 们 必然 有 一 个 
公 订 号， 它 必 然 答 好 把 边 和 对 角 线 都 量 尽 。 现在 ， 如 果 任 
意 酚 外 线段 都 恰好 是 瑟 的 倍数 ， 虽 其 差 必然 也 是 疼 的 倍数 。 
所 以 ， 由 (4)， 如 果 CB 和 42 都 是 互 的 倍数 ， 则 CD 必然 
也 是 。 还 有 由 (1)， 我 们 有 C8’=CA 一 8'4==48 一 CD， 它 
荐 名 的 倍数 之 差 ， 因而 也 丛 是 互 的 异 数 。 图 13 中 第 二 个 正 
方形 有 边 4 和 8' 二 CD 和 对 角 线 C3/ ,二 者 都 是 互 的 倍数 。 从 第 
一 个 正方 形 济 第 二 个 ， 我 们 可 以 用 同样 步骤 进行 下 去 : 由 
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和 CB' 可 以 我 出 CD ，4*B” 和 CB"， 都 是 五 的 格 数 ， 
往 后 的 正方 形 可 以 这 样 继续 作 下 去 。 

我 们 现在 过 到 了 艺 盾 。 如 盯 C3 和 43 是 百 的 倍数 ， 可 
以 署 出 CD CPD’, CD 也 都 是 EE 的 倍数 ,但 由 (3)， 
这 许多 的 倍数 想来 越 小 而 不 能 终止 ， 即 永 不 能 为 零 。 这 是 
不 可 能 的 ， 四 为 例如 ， 设 CD=1000 五 ， 则 CD’ 有 一 个 较 
外 的 严 的 倍数 ， 最 多 是 998 珀 ， 如 此 等 等 ， 直到 最 后 的 第 
1001 项 将 小 于 去。 它 将 是 零 , 因 为 它 是 小 于 玉 的 , 且 是 互 的 
倍数 。 这 就 和 (3) 中 没有 一 项 是 零 的 事实 相 了 矛盾 了 。 

第 三 个 证 潜 就 更 简单 了 。 它 的 算术 方面 的 准备 比 第 一 证 
法 中 几何 方面 的 准备 简单 多 了 。 

我 们 先 看 锡 数 和 奇数 。 一 个 偶数 是 另外 一 个 教 的 二 悦 ， 
所 以 可 写作 2 x。 一 个 琳 数 是 一 个 侦 数 加 1， 所 以 可 以 写作 
2 x 二 1， 一 个 琳 数 的 平方 水 远 是 奇数 ， 因 

{2 > 十 1 一 4xz2T4Y 十 1 一 2(2 xi:+2x)+1, 
它 也 是 一 个 数 的 二 倍加 1 ， 由 此 我 们 可 以 立即 证 明 ， 

引 埋 1.55 如 遇 一 个 数 的 平方 是 偶数 ， 则 这 个 数 本 身 必 是 
偶数 。 因为 如 果 这 个 数 是 奇数 ， 象 刚才 看 到 的 ， 它 的 平方 也 
将 是 奇数 。 下 痪 的 引 理 更 容易 证 明 。 

引 理 2.、 一 个 代数 的 平方 常 可 以 被 4 整除 。 因 (2 xz 一 
4 x 是 x 的 4 们 | 或 简化 为 48， 

主要 的 证 落 也 是 反 证 靶 。 我 们 仍然 假设 ， 正 方形 的 边 和 
对 角 线 有 公 度 万 ， 则 应 用 毕 氏 定理 于 正方 形 的 了 两边 和 对 角 线 
组 成 的 一 个 直角 三 角形 ， 我 们 有 汪汪 

d=—=# + ss, di=2s?, {5) 

息 设 & 和 = 无 公 因 子 ， 由 为 选择 新 的 妃 ， 就 必 可 殷 它 们 
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化 简 。 例 如 10 和 16 有 公 因 子 2， 但 是 把 公 宕 五 二 供 起 来 就 
可 以 把 它们 化 简 为 5 和 8 了。 此 后 我 们 假设 ， 这 种 简化 都 忆 
完成 。 

由 (5)， 我 们 看 到 d: 是 一 个 数 的 二 倍 ， 所 以 它 是 偶数 。 
则 由 引 理 1，d 也 是 偶数 。 因此 。 必 为 琳 数 ， 否 则 之 和 :将 
有 公 因 数 2。 与 已 经 把 宅 们 简化 了 的 假设 相 了 矛盾 ， 得 因为 < 
是 偶数 。 由 引 理 2 证 出 d? 可 被 4 整除, 4? 一 4g 又 25: 一 4 
或 =2 g， 所 以 s? 是 偶数 从 而 :也 是 偶数 ( 引 理 1 的 另 一 应 
用 )。 这 与 我 们 刚 证 明 的 结果 (* 为 奇数 ) 相 矛盾 。 这 就 证 明了 
原 假设 ， 即 s 和 有 公认 是 错误 的 。 

两 个 证 法 的 实质 是 对 于 正 整 数 递 减 序列 最 后 必 有 终 车 。 
在 第 一 个 证 法 中 ,显然 我 们 就 是 研究 序列 (3)， 在 第 二 个 证 法 
中 ， 它 实际 上 隐 含 在 有 关 数 4 和 * 化 简 的 论述 之 中 。 两 个 数 
的 简化 形 浇 的 证 明 ， 可 以 道 过 一 系列 的 递减 步 难 求 得 。 

用 现代 的 数学 记 读 ， 公 式 《5) 可 以 写作 

EA 

同样 ， 最 后 结果 可 以 写成 为 没有 分 数 ( 即 没有 有 理 数 ) 4 =- 
二 其 平方 是 2。 这 也 可 以 说 成 是 ， 没 有 有 更 数 能 等 干 /YB， 
或 者 说 ，y 是 一 “无 更 数 ”。 


[ 注 」 引 型 是 其 恒 要 性 不 足以 叫做 定 邓 的 命题 , 但 在 后 面 的 证 明 中 将 要 用 到 。 


5， 垂 足 三 角形 的 一 个 极 小 性 质 


我 们 将 再 考虑 象 在 第 三 篇 中 所 王 究 的 那 类 问题 ， 但 这 时 
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应 更 怡 当 地 叫 作 极 小 问题 。 它 将 引入 十 分 完善 而 简明 的 数学 
方法 。 这 里 的 定理 和 证 明 是 施 巨 芯 作 出 的 。 员 然 这 个 定理 是 
比较 小 的 数学 间 题 ， 但 在 这 上 比较 普通 而 极 有 意 疼 的 工作 中 ， 
同样 显示 了 这 位 大 数学 家 的 智慧 ， 

1， 在 溢 虐 主要 定理 之 前 ， 让 我 们 先 厂 究 一 下 光 学 方面 
的 及 射 定律 这 一 极 简 单 的 问题 。 众 所 周知 ， 如 时 从 4 发 射 一 
条 光线 {图 1 投射 到 镜面 s 上 ， 它 将 反射 到 B， 走 的 是 使 
投射 角 等 于 反射 角 的 路 径 。 我 们 所 要 证 明 的 是 ， 光 线 所 选择 
的 道路 4D8 是 由 4 甬 到 镜面 g 到 8 的 一 切 可 能 路 径 中 景 短 
的 。 这 就 是 汽船 要 从 4 地 到 另 一 号 地 而 要 先 到 对 岸 s 时 所 走 
的 路 径 。 我 们 且 不 谈 为 什么 没有 推理 能 力 的 光线 所 走 的 和 领 
航 员 在 适当 思考 之 后 选 出 的 路 径 是 相同 的 问题 。 我 们 要 证 明 
的 全 是 纯 数 学 的 事实 ， 即 投射 角 和 反射 角 相 等 的 路 径 4DB， 
要 比 其 他 任何 路 径 4C8 为 短 。 


图 14 图 15 


证 明 所 依据 的 方法， 从 数学 观点 看 仿佛 是 不 自然 的 ， 但 
从 光学 观点 羞 则 是 十 分 自然 的 。 我 们 从 4 点 及 直线 4C 和 
4D 关于 镜面 es 的 及 射 ( 图 15)。 和 如 果 A' 是 4 的 影像 ， 则 
AC 是 4C 的 影像 , 叉 4'D 是 AD 的 影像 ， 所 以 4'C=4C， 
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ADEAD NR A B=-AE, 所 以 三 甫 形 及 刀 4 与 吾 万 全 是 全 
等 的 ， 而 和 角 王 D4 和 局 Dd 相 等 。 按 照 我 们 的 很 没 钊 
下 Dd= 朋 CD8。， 所 以 角 CDB 和 ED4' 应 是 对 顶 角 ， 好 
4A1DB 是 一 直线 。 

现在 路 径 4DB 和 4DB 以 及 4CB 和 ACB 的 长 度 玫 
相等 ， 因 为 4'DB 是 连结 4' 同 8 的 一 条 直线 ， 它 比 路 经 
AiCB 为 短 ， 从 而 4DB 短 于 4CB。 这 里 我 们 应 用 了 两 点 间 
直线 菜 氮 这 一 事实 。 

2. 现在 我 们 转 到 主要 问题 上 来 ， 在 一 个 已 知 锐角 三 角 
形 4BC 内 ， 求 作 一 个 内 接 三 角形 ZP 玩 ,使 其 局 办 要 尽 可 能 
地 小 (图 16}。 结 论 是 ， 履 足 三 角形 FG (图 17)， 即 其 顶 
点 是 三 角形 4BC 三 个 高 的 硬 足 的 三 角形 ， 与 任意 其 汤 内 接 
三 角形 可 P 现 比较 , 它 后 周 界 是 最 短 的 ， 


a 大 
1y a 
HI” 
1 4 F 
图 16 图 17 


我 们 首先 村 证 明 关 于 和 蛋 足 三 角形 的 一 个 引 理 。 角 4FG 
和 角 CF 互 是 相等 的 ( 象 在 反射 律 中 一 样 )。 在 互 和 口 处 的 类 
伺 的 角 也 都 相等 。 为 要 证 明 这 个 引 理 , 我们 村 回 世 平面 几何 中 
的 一 些 定理 , 塞 勒 定理 是 ; 半 贺 上 的 邮局 角 是 一 直角 {图 18)， 
同 -- 弛 所 张 的 贺 周 角 相等 (图 19); 半角 形 的 三 个 高 相交 于 
一 点 。 利 用 这 些 ， 以 4H 为 直径 的 图 通过 G 和 了 ,而 纪 
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为 二 径 的 圆通 过 瑟 和 玉 ( 图 20)。 而 且 ， 角 4FG 所 对 的 弧 为 
A0, 与 和 4HG 对 的 呢 一 样 。 所 以 这 耽 角 相等 。 同样 方法 ， 


图 18 图 19 图 0 


我 们 看 到 角 C 瑟 三 和 角 CHE 也 相等 ， 但 是 角 A5G 和 和 角 
CHE 是 对 顶 前 ， 应 相等 。 所 以 我 们 得 出 角 4PG= 角 
CFE, 

3. 现在 我 们 可 以 开始 谈 施 无 获 的 证明 了。 我 们 关于 边 
BC 反射 三 角形 48C( 图 21)， 再 关于 边 CA 反射 那 反射 过 
的 三 前 形 ， 再 关于 边 .4’B’ 反射 那 刚 导出 的 三 角形 ， 如 此 关 
于 8’C/， 美 于 4 等 , 共 作 出 六 个 反射 。 我 们 首先 证 明 一 
个 很 里 显 的 事实 ， 即 最 线 位 置 47 87C?7 是 从 原 位 置 4BC 没 
有 转动 地 平行 移动 后 得 到 的 。 头 两 个 反射 把 4BC 移动 到 第 
三 个 位 置 了 8 CC。 这 个 移动 实际 上 等 于 未 作 反 射 ， 也 没有 使 
三 角形 离开 它 所 在 平面 。 只 是 绕 C 点 按 须 了 时 针 方 向 转 了 一 个 
角度 2C， 同 样 ， 由 第 三 个 位 置 移 动 到 第 五 个 位 置 就 是 绕 吾 / 
按 硕 时 针 转 过 角度 2 38。 最 后 ， 绕 A4* 护 磊 时 针 再 转 过 角度 
2 4 到 达 第 七 个 位 置 ， 即 最 后 位 置 。 总 计 , 三 角形 转 了 一 局， 
即 转 过 和 角 订 2C+28+34， 因 为 4+ 了 +C 之 和 为 三 角形 
三 内 角 之 和 ， 为 一 平角 。 所 以 最 后 兰 角 形 的 位 置 与 原 三 角形 
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相同 ， 只 是 作 了 一 个 平行 移动 ， 因 而 BC 平行 手 8B?C*。 
现在 ， 我 们 想 搞 清 楚 在 逐次 反射 之 下 ， 垂 足 三 角形 和 三 
角形 UF 下 的 各 个 位 置 的 踪迹 。 这 在 图 21 内 用 点 线 和 阴影 
表示 出来 。 从 关于 垂 是 三 角形 的 引 理 ， 我 伯 即 可 看 到 五 G 的 
二 个 位 置 和 了 五 的 第 一 个 位 置 形 成 一 条 直线 ， 同 理 , 垂 足 
三 角形 的 一 个 边 的 得 次 位 置 ， 将 总 是 在 这 条 直线 上 。 所 以 直 
线 亡 BB“ 是 由 六 个 线段 组 成 的 ，2 个 等 于 FG,2 个 等 于 GE， 
2 个 等 于 瑟 己 : 因而 等 于 重 是 三 角形 思 长 的 二 人身。 
对 于 任 谷 三 角形 UV 大， 用 同样 方法 追踪 它 的 位 置 ， 我 
们 每 出 一 条 和 锯齿 线 UP'DU'P"JFP*U* 连结 侣 和 0V", 它 等 
于 三 角形 UP 到 周 长 的 二 借 。 
我 们 可 以 看 出 线 跋 UE 和 U0”E* 平行 ， 因 它们 在 BC 
和 B"C” 上 ,又 因 它 们 是 三 角形 4BC 两 个 位 置 的 对 应 线段 ， 
雇 以 也 相等 。 由 平面 几何 的 定理 豆 互 "ET ”是 一 个 芋 行 四边 
形 ， 因 和 而 其 他 二 这 相等， 妇 Z7” 一 互 妨 。 所 以 避 7 也 是 二 
是 三 角形 周 长 的 两 倍 。E DU" 是 过 结 U 和 0" 两 点 的 直线 ， 
较 连 结 同样 两 点 的 锯 涯 形 线 为 短 ， 和 而 锯 肯 形 线 是 UV 局 
长 的 二 倍 。 所 以 ， 蛋 足 三 角形 的 周 长 较 UV 天 的 周 长 为 短 。 
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这 个 证 靶 是 一 种 典型 的 数学 证 明 方 法 。 其 实质 是 在 假设 
和 结论 之 癌 作 许多 变换 ,直到 定理 的 真正 核心 可 以 一 望 而 知 。 


6， 前 篇 极 小 性 的 第 二 个 证 法 


1. 在 前 一 箱 显 ， 证 明了 内 授 于 一 个 已 知 锐角 三 角形 的 
一 切 三 角形 中 ， 稚 是 王 角形 有 最 短 周 界 。 对 于 这 一 定理 ， 还 
韦 疤 芳 虚 另 - 一 个 证 法 ,因为 这 第 二 下 法 将 说 明 一 些 新 的 概念 。 
对 主 我 们 的 上 的 素 说 ， 记 用 的 方法 将 比 一 些 新 定理 的 数学 内 
容 更 为 重要 而 有 趣 。 由 旅 世 菠 最 先 提 出 的 前 一 证 法 ， 主 要 根 
据 汐 是 两 点 之 间 的 喜 线 距离 最 短 的 事实 ， 并 应 用 了 图 形 关 于 
一 直线 反射 购 念 。 这 两 个 原理 也 是 第 二 证 法 的 若 读 。 对 比 它 
们 在 这 二 个 证 明 中 的 运用 方式 ， 也 是 有 趣 的 。 下 面 的 证 注 是 
费 瑞 提出 的 。 他 在 学 生 时 代 发 现 了 它 ， 因 而 特别 受到 孝 巨 区 
的 重视 。 

2. 在 已 和 危 锐 和 角 三 角形 4BC 内 {图 22)， 令 UF 为 任 
一 内 接 三 角形 ,， UU 在 8C 上 , 在 C 了 4 上， 丽 在 4B 上 。 
令 品 分别 半 于 二 直线 4C 和 48B 作 反 射 ， 而 局 和 已 是 其 
影像 ， 因 UF 和 五 为 镜面 影像 ， 因而 相等 。 同 理 UF 
和 UY 也 相等 。 三 角形 UP 到 的 同上 长 是 UVtV+IU， 
因而 它 也 等 于 路 线 DF 所 Ur 之 长 。 

如 果 把 辟 国定 ， 但 移动 六 和 到 到 新 位 置 ， 则 点 5 各 
U? 保持 恒定 ， 因 为 它们 只 和 如 和 三 角形 4BC 有 关 。 连接 
两 定点 UV 和 0 的 路 径 U'V 凡 UY* 其 长 总 等 于 FF 现 的 
周 长 。 由 和 到 Ur"* 的 最 短路 径 是 一 直线 。 所 以 ， 直 线 让 
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图 部 


UDU" 基 力 定 一 个 角 顶 已 的 所 有 内 接 三 角形 中 可 能 的 最 小 局 
长 。 这 个 具有 顶点 也 的 极 小 三 角形 ， 我 们 电 它 为 TEN， 如 
22 所 示 。 

3, 已 经 找到 项 点 在 己 的 周 长 最 小 前 三 角形 ， 我们 只 党 
要 从 局 点 在 各 个 位 置 的 三 角形 中 选 出 其 周 长 极 小 履 。 这 个 三 
和 角 珍 自然 是 一 切 内 接 三 角形 中 周 长 级 短 着 。 

我 们 必须 确定 占 的 这 样 的 位 置 ， 座 使 线段 UD'U* 可 能 
基 最 小 的 。 为 此 目的 ， 我 们 首先 注音 到 三 角形 4U'D" 是 以 
AU' 和 A407 为 等 边 的 等 腰 三 角形 。 事 实 上 这 两 个 线段 ， 短 
个 都 是 线段 4 的 镜面 影像 ， 所 以 相等 ， 即 40= AU 全 
LT。 

虽然 三 角形 -45 区 ”的 两 边 糙 等 于 4F 之 长 ， 而 且 和 
了 过 在 BC 上 的 位 置 有 关 ， 角 0"4U' 的 大 小 却 和 环 的 位 置 
无 关 。 这 个 角 完 全 由 原 三 角形 48C 所 确定 ， 因为 (由 于 反 
射 ) 在 图 形 中 诸 角 间 有 如 下 关系 ; 

UAB=AU"AB, LUAC= LAU’'AC. 

从 第 一 式 ， 有 UAU=2UAB, 
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从 第 二 式 ， UAU=2AUAC, 
记 以 ZU'IAU AUIAU=2LUAB+22UAC, 
或 UAU"=22BAD, 
这 证 明了 关于 角 如 40" 的 论断 。 

4， 在 等 腰 三 角形 0 4U* 内 ， 我们 将 使 底 VV UY 尾 可 
能 地 小 。 因 为 在 4 点 的 角 和 二 无 关 ， 对 于 不 同位 置 的 UV, 所 
有 这 些 三 前 形 有 朵 一 顶 角 。 在 所 有 这 些 三 角形 中 ， 有 最 短 的 
底 者 也 必 有 最 短 的 腰 。 用 40' 和 2? 其 长 都 荐 LI。 所 以 
如 果 取 已 使 x45 最 短 ， 则 每 到 最 短 的 线段 UU*。 

现在 4F 是 连接 点 4 和 直线 BC 上 一 点 的 线段 ， 我 们 
知道 ， 由 一 点 到 一 直线 疏 直 距离 是 晤 短 的 。 所 以 我 们 要 这 样 
取 噩 ， 使 得 4U 惟 直 于 8C， 就 是 说 ,4 是 三 角形 48C 上 
通过 地 的 高 线 。 

5， 观 在 让 我 们 作出 三 角形 瑟 玉 G 使 其 周 异 景 得 (图 23)。 
令 E 为 过 4 的 重 线 的 惟 是 。 在 医 于 AC 和 48 的 反射 之 下 ， 


设 号 和 吾 " 是 吾 的 影像 ， 则 忆 / 马 "是 内 接 三 角形 景 短 周 界 之 
长 ,直线 名人 "与 4C 和 -48 相交 于 已 和 从， 这 两 个 就 是 最 
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小 周 界 三 角形 的 其 他 两 个 价 点 。 

癌 想 -下 前 面 廊 担 涤 的 ， 我 们 看 到 ， 见 异 于 FG 的 每 
一 内 按 三 角形 UF 记 ， 其 周 界 必然 是 较 大 的 。 因 为 如 果 盯 异 
于 五 ， 旭 线段 区 7 必 大 于 吾 ' 五 *， 鲁 UV 的 局 界 至 少 象 
"7 那样 太 。 如 果 苯 和 吾 重 合 ， 则 点 产 和 瑚 中 之 一 或 二 ， 
必 异 于 政和 GG， 而 路 线 玉 TV 厂 " 将 异 子 直线 FGE*。 因 
此 ， 在 两 种 情 襄 下 ，UY 这 的 周 界 必然 大 于 五 FG 的 周 界 。 

6. 这 些 讨论 ， 证 明了 最 短 周 界 的 内 接 三 角形 问题 只 有 
一 个 解 。 我 们 将 应 用 这 个 解 的 崔 一 性 。 我 们 对 于 暴 小 三 角形 
欧 作 疼 ， 不 必 对 三 个 角 项 同样 去 作 。 一 个 灸 顶 E 是 过 4 的 高 
的 剩 足 ， 而 在 作 医 中， 对 其 它 两 点 不 必 再 考 虐 由 和 忆 作 高 
了 。 

我 们 可 以 用 吾 赫 代 工作 为 起 始点 ， 并 完成 全 部 论证 。 就 
是 说 ， 如 在 第 3 节 中 一 样 ， 用 点 严 疾 于 边 354 和 8C 的 反 
射 ， 代 替 点 可 关于 48 和 4C 的 反射 ， 如 此 类 推 。 我 们 最 后 
效 得 到 ， 过 8 的 高 的 垂 足下 也 有 一 个 最 小 三 角形 。 因 为 这 里 
具有 一 个 最 小 三 角形 ， 通 过 号 点 的 作 图 益 然 也 导出 同一 三 角 
形 忆 PCG， 这 同 从 4 开始 的 原作 图 一 样 。 我 们 外 可 以 从 吕 点 
开始 ， 这 样 总 结 出 最 小 三 角形 FG， 不 但 下， 而 且 玉 或 G 
都 是 高 的 垂 星 。 这 样 ， 定 理 己 经 得 证 。 

7， 我 们 从 证 明 中 可 以 其 多 了 解 一 点 东西 。 应 用 解 的 唯 
一 性 ， 则 如 果 瑟 有 某 种 性 质 ( 它 是 高 的 算 足 )， 那 么 下 和 C 必 
世 有 类 似 的 性 盾 ， 同 样 ， 在 作 图 中 五 各 的 性 质 必然 在 EE 中 
也 能 成 立 。 因 为 五 "是 扎 的 镜像 ， 角 EFC 和 角 E'FC 相等 。 
因为 第 上 ‘FC 和 人 GF 4 是 对 顶 角 ， 它 们 相等 ， 朋 RFC 
= 角 GF4。 就 是 说 ， 太 小 三 角形 的 兵 个 边 在 户 处 同 原 三 角 
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形 的 边 4 作出 等 角 。 对 于 点 上 相应 的 说 站 也 能 成 立 。 如 果 
及 通过 刁 点 的 高 的 三 是 王 开 始 我 们 的 作 置 ， 同 样 证 调和 解 如 匹 
BB 和 人 髓 下 EC 相等 。 

且 不 论 三 角形 玉 FG 的 最 小 性 ， 从 第 6 节 我 们 知道 记 玉 
0 的 特征 是 一 垂 足 三 角形 。 结 合 这 两 个 结果 ， 我 们 得 到 这 一 
定理 ， 内 搂 于 锐角 三 角形 的 重 足 三 角形 ， 在 每 一 顶点 的 两 个 
边 和 奈 三 角形 的 一 个 边 作出 相等 的 角 ， . 

刚才 这 个 定理 ， 并 无 美 于 航 小 性 的 任何 内 容 。 它 是 初 针 
几何 学 中 常见 的 一 个 定理 ， 它 可 以 用 初 等 几何 方 法 证 明 出 
来 。 事 实 上 在 第 五 篇 内 ， 我 们 已 经 作 过 了 。 放 无 获 的 证 法 党 
要 这 个 结果 作为 引 理 ，、 我 们 可 利用 它 去 求证 关于 网 前 太 斌 定 
理 。 费 堪 的 证 话 的 一 个 优点 是 仅仅 使 用 了 基 短 距离 和 反射 不 
理 , 而 且 澳 瑞 的 进 明 突出 地 内 用 了 两 次 反射 而 施 瓦 获 的 则 用 
了 六 深 。 

38。 基干 午 足 三 角形 的 定理 ， 还 有 一 个 燃 位 的 定理 : 在 
任意 一 全 锐 间 三角 形 内 必 有 一 个 ， 也 只 有 一 个 这 样 的 点 ， 有 从 
这 个 点 到 三 个 顶点 距离 之 和 为 极 小 ， 及 从 这 点 到 三 个 顶点 所 
连 的 三 条 线 ， 稚 此 部 作 出 120 的 角 。 

这 个 定理 县 由 他 拉 转 卡 证 明 的 ， 他 提出 的 方法 和 施 巨著 
对 于 算是 三 角形 定理 的 证 法 起 类 似 的 ， 一 个 更 简 短 的 证 法 是 
巴克 纳 提出 的 ， 我 们 将 采用 这 个 方法 。 

令 了 (图 24a) 为 锐角 三 角形 4BC 内 任 一 点 ， 令 三 角形 
ACP 绕 4 点 旋转 60 到 4C'P' 的 位 置 ， 这 个 旋转 是 这 样 一 
个 方 高 ， 从 4C 转 到 二 朋 形 之 外 ， 最 后 使 得 线 4C 在 48 称 
4C' 之 闻 ， 这 样 我 们 有 CP=CP 又 PP’ 一 4P， 对 于 三 角 
形 4P 已 不 但 是 等 腰 的 ， 也 是 等 连 的 , 它 在 4 处 的 区 是 60*。 
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廊 以 路 径 下 PP 是 号 点 到 三 个 顶点 距离 之 和 ， 且 点 C 和 
的 位 置 匹 关 。 对 应 于 卫 的 不 网 位 置 的 所 有 路 和 从， 其 最 短路 
径 吕 直线 8CA 图 24 2， 所 以 最 小 点 Do 上 在 3C 上， 而 其 


图 $4#e 图 24b 


位 置 完全 可 由 和 4Poc =60" 的 事实 确定。 其 补 角 4Po8 因 
而 是 120"。 这 个 作 图 说 果 只 能 有 一 个 极 小 点 Pp， 用 另 一 顶 
点 代 炎 44， 同样 作 图 ， 将 导出 同一 点 Po， 所 以 角 8PoC 和 
角 CPod 也 都 是 120"。 


7. 集 合 论 


本 篇 讨论 的 集合 论 是 数学 的 真 下 基础。 然而， 我们 的 兴 
趣 ， 比 起 它 的 数学 意义 来 ， 更 多 的 是 在 建立 它 的 方式 的 美 抄 
和 简明 性 上 。 集 合 论 起 源 子 康 托 ， 是 从 最 简单 的 概念 出 发 ， 
利用 纯粹 的 推理 而 建立 起 来 的 重要 的 数学 分 支 ， 是 真正 的 数 
学 理论 。 

是 否 整 数 比 偶数 更 多 些 1 在 一 个 线段 上 的 点 和 在 正方 形 
面 上 的 点 ， 区 个 更 多 些 ? 康 托 在 他 的 理论 中 ， 正 是 首先 提出 
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了 这 样 的 问题 。 当 试图 同 答 这 些 问题 时 ， 重 要 的 是 党 溃 免 蕊 
上 就 混 到 结论 。 他 所 提出 的 问题 不 是 很 明确 的 ， 因 为 我 们 不 
确切 知道 一 个 集合 多 于 另 一 个 集合 的 意义 。 康 托 的 第 一 个 蛋 
要 步骤 ， 就 是 象 对 有 限 数 那样 ， 用 简单 的 计数 方法 ， 给 出 一 
个 明确 的 意义 ， 并 且 细 心地 区 别 基 数 和 序数 ， 而 对 于 有 限 
数 ， 这 种 区 分 仅 是 语法 而 已。 

一 个 简单 的 例子 将 指出 我 们 所 要 走 的 方向 。 假 设 有 人 在 
舞厅 内 问 我 们 ， 这 里 是 男人 多 还 是 女人 多 ? 怎样 才 是 最 容易 
的 判断 方法 呢 ? 一 个 方法 是 把 男人 和 女人 分 成 两 组 、 对 每 组 
进行 计数 ， 再 比较 一 下 人 数 。 但 是 。 较 简单 的 方法 ， 将 是 开 
始 跳 舞 ， 男 人 和 女人 将 配 起 对 来 ， 只 需要 观察 一 下 是 男人 还 
是 女人 剩 下 就 行 了 。 这 里 我 们 侦 设 每 人 神 参 加 了 器 血 ， 和 如 果 
他 能 找到 舞伴 的 话 。 

康 托 的 出 发 点 ， 就 是 采用 了 配对 的 原则 。 如 果 想 确定 是 
整数 多 还 是 偶数 多 ,我 们 不 妨 把 它们 配 起 对 来 。 事 实 上 ,我 们 
发 现 ， 每 一 整数 和 每 一 侦 数 配 起 来 后 并 无 剩余 。 我 们 得 出 如 
下 ， 

1，2，3，4， 5, 6B, me 

2 4, 6, 8, 10, 12, we 
上 上 行 每 一 个 整数 都 和 下 行 直 接 相 对 的 个 数 配 起 来 了 。 用 这 个 
方法 ， 每 个 数 都 得 到 配对 而 没有 剩余 ， 这 一 简单 带 实 很 值得 
注意 。 两 行 的 确 匹配 起 来 了 ， 但 下 行 仅仅 是 上 行 的 一 部 分 。 

这 引出 了 这 种 情况 和 有 限 数 情 况 的 一 个 本 质 区 别 。 在 舞 
厅 的 情况 下 (这 里 有 有 限 几 个 舞 客 ) ， 哪 个 男人 和 哪个 女人 伴 
舞 是 无 关 重 要 的 。 只 要 设 有 人 进入 和 渤 出 舞厅 。 不 参加 跳舞 
的 人 数 总 是 一 样 的 ， 这 和 整数 和 偶数 的 情况 完全 不 同 。 我 们 
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见 到 ， 使 每 个 元 素 都 得 到 配对 的 一 种 方法 确实 存在 ， 但 也 容 
易 得 出 另外 一 种 配 汉 法。 起 自然 的 卫 对 法 是 ，2 对 2 ，4 对 
4 ,6 对 6 等 等 ， 这 样 ,把 所 有 个 数 都 配 起 对 来 了 ， 但 留 下 了 
全 部 奇数 。 康 托 理论 的 实质 是 它 放弃 任意 配对 的 想法 ， 而 只 
要 求 有 一 个 使 所 有 元 素 都 洽 好 配对 的 方法 。 如 果 这 样 的 配对 
法 可 以 找到 ， 说 明 这 两 个 集 是 同 势 的 。 

康 拭 的 下 一 步 就 是 证 及， 向 全 部 整数 和 分 数组 成 的 有 理 
数 集 没有 比 整 数 集 更 党 的 势 ， 为 了 制造 适当 的 配对 方式 ， 我 
们 排列 分 数 不 是 以 其 大 小 为 岸 ， 丽 是 依 其 分 子 分 尽 之 和 的 大 
小 为 序 。 下 们 只 化 人 分 政 ， 而 以 分 了 分红 之 和 为 2 


时 开始 ， 这 只 有 一 个 分 数 ， 二 = 1 。 基 和 为 3 的 是 过 及 荆 一 


2。 je nt a 因 它 不 是 


化 简 过 的 。 此 后 ， 眼 着 有 十，3， 访 ， 十 ， 等 等 。 我 们 按 这 

个 次 序 把 分 数 写 在 自然 数 序 之 下 ， 

1 2， 3 ， 4， 5 全 , 7 ， 8 ， 9 。10, 11， 12, P| 
3 


1 1 2 3 1 上 二 。,。。。， 
83? 3， 4" a? 已 和 5? 5 ， 8 


把 每 个 整数 和 直接 在 它 下 边 的 数 配 起 对 来 。 王 年 这 一 行 不 会 
遗漏 任何 有 理 数 ， 因 为 每 一 有 理 数 其 分 子 分 母 之 和 必然 是 一 
有 了 跟 数 ， 而 且 必 在 此 行 之 内 。 这 就 是 我 们 所 需要 的 配对 法 。 
这 个 司 人 尽 音 的 结 采 表明 ， 有 理 数 集 是 "可 数 的 ”。 因 为 
它们 同 自然 数 配 起 来 了 ， et 


般 ， 当 一 个 集 可 与 自然 数 集 配对 时 ， 曾 ， 而 且 顾 自 
热 数 集 在 相同 的 势 ， 康 托 继续 证 明 ， 区 A 
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泛 的 集 ， 实际 上 不 能 有 更 高 的 势 。 我 们 将 不 再 谈 这 些 例子 
了 ， 因 为 它们 包含 更 多 的 数学 概 仿 ， 而 且 这 一 个 例子 已 经 够 
了 。 

这 样 ， 所 有 已 经 考 典 过 的 无 限 集 都 有 同一 的 势 。 如 果 设 
有 更 商 的 势 的 集 ， 康 托 的 理论 就 无 中 轻重 了 。 康 托 证 明 ， 更 
高 的 势 的 集 确实 存在 。 这 只 要 证 明 一 线段 上 的 点 的 集 含 比 家 
然 数 集 有 更 疝 的 势 。 这 里 的 证 明 是 反 证 洁 。 假 设 在 一 英寸 线 
段 上 的 点 和 自然 数 之 他 有 一 个 配对 甘 系 ， 然 后 引出 一 个 蔬 盾 
来 。 这 一 配对 法 可 这 使 线段 上 的 点 采 取 这 种 次 序 ， 第 一 个 配 
作 1 ,第 二 个 配 作 2 ， 等 等 ， 但 这 显然 不 是 线 上 的 点 的 肖 然 
次 序 ， 拒 一 个 点 和 实 同 线 度 一 个 端点 的 距离 看 成 一 样 将 是 方 
俐 的 。 例 如 ， 线 段 的 中 总 相当 于 数 0.5 ， 而 每 一 点 租 当 于 某 
个 小 数 。 为 了 量 虑 的 位 置 ， 我 们 必须 用 无 限 小 数 ， 例如 ， 距 
离 端点 为 线段 三 分 之 一 的 点 相当 于 0.3333.…。 在 线段 上 前 
点 和 自然 数 瑟 对 时 ， 我 们 可 用 对 应 的 无 限 小 数 以 代替 点 本 
身 , 在 第 一 个 位 置 移 有 荣 个 小 数 0,… .对 应 于 1 ;在 第 二 个 
位 置 有 类 位 的 一 个 ， 等 等 。 为 了 方便 ， 可 把 配对 关系 垂直 列 
表 如 下 ， 共 中 列 和 的 粗 体 数字 ， 遇 的 是 为 了 说 明 。 现 在 我 们 
要 指出 ， 和 将 有 一 个 小 数 0.…… 不 包含 在 此 表 内 ， 这 就 和 我 们 
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的 银 设 矛盾 了 。 这 个 小 数 可 以 这 样 找到 ， 我 们 选择 小 数 点 后 
第 一 个 数字 ， 不 同 于 表 上 第 一 个 小 数 的 第 一 个 数字 。 这 样 我 
们 可 在 1 到 9 这 9 个 数字 中 选 玛 、 为 确定 起 网， 我 们 取 数 字 
1 ， 而 车 第 一 个 小 数 的 第 一 数 为 1 时 ， 则 取 数 字 2 。 现 在 显 
然 这 个 新 小 数 不 同 于 表 中 第 一 小 数 ， 而 不 管 其 它 数字 是 怎样 
取 的 。 同 样 ， 小 数 点 后 第 2 个 数字 取 作 1 ， 除 非 表 中 第 二 个 
小 数 的 第 二 个 数字 是 1 ， 而 这 时 就 取 作 2 。 所 以 ， 在 这 两 种 
情况 下 ， 表 中 第 二 小 数 也 不 同 于 新 小 数 。 现 在 ， 新 小 数 和 表 
中 第 1 及 第 2 个 小 数 都 丰 同 。 用 这 个 方法 继续 选取 数字 ， 在 
上 例 中 将 得 到 新 小 数 0.12111:…。 因为 这 种 步 又 可 以 无 限 
地 进行 ， 我 们 将 定 出 一 个 小 数 来 ， 它 和 表 申 念 部 小 数 都 不 
同 。 这 就 说 明 表 中 不 包含 这 一 新 作 的 小 数 ， 而 这 与 它 能 得 到 
配对 的 假设 耶 拓 。 记 以 ， 线 段 上 的 点 是 不 可 数 的 。 

圭一 证 法 有 需要 加 以 说 明 的 某 种 缺点 。 出 二 存在 着 尾部 
是 无 数 个 9 的 小 数 ， 如 象 0,269999.…-， 这 就 与 0.270000 二 
0.27 没有 区 中 了 。 于 是 发 生 了 两 个 不 同 的 小 数 表示 同一 点 的 
麻 燃 ， 大 而 表明 我 们 不 能 用 金 部 小 数 的 集 去 代 赫 线段 上 的 点 
集 。 这 两 个 集 不 能 恰好 对 应 。 康 托 用 一 个 形式 十 分 不 同 的 
证 明 方 法 ， 避 免 了 这 一 困难 。 但 也 有 一 个 非常 简 间 的 方法 去 
弥补 这 一 缺点 。 这 只 要 排除 一 切 以 3 结尾 的 小 数 就 可 以 了 。 
即 我 们 不 用 0.26999. 去 代表 一 个 点 ， 而 总 是 用 0.270000 
代表 该 点 。 我 们 所 做 的 这 一 切 ， 就 是 要 保证 所 作 的 小 数 不 能 
以 9 结尾 。 但 对 于 证 明 中 所 作 的 新 小 数 来 说 ， 这 是 不可 能 出 
现 的 ， 因 为 所 作 的 小 数 全 部 是 数字 + 和 2 所 构成 ， 并 不 包 合 
任何 9。 

这 个 证 上 明 还 有 一 个 有 趣 的 结果 。 因为 有 理 数 集 是 可 数 
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的 ， 我 们 并 已 知道 它 的 势 比 0 与 1 之 间 金 部 数 的 集 的 熟人 妖 ， 
因此 ,在 0 与 1 之 间 的 数 一 定 有 不 是 有 理 数 的 数 焉 必 有 无 理 
数 。 所 以 ， 这 就 是 用 了 十 分 一 般 的 研究 方法 ， 证 明了 无 理 数 
的 存在 性 。 辐 样 的 事实 在 第 四 滞 中 用 完全 不 辐 的 方法 也 已 经 
还 明 过 了 。 
康 托 揭 下 一 个 结果 也 是 令 人 惊异 的 。 它 说 明 一 个 下 方形 
面 上 的 点 全， 不 能 比 正方 形 一 边 上 的 蕊 集 有 更 高 的 势 。 这 个 
结果 之 所 以 奇异 ， 其 原因 是 它 同 维 的 直观 概 念 相 矛 慎 了 。 一 
维 的 线段 和 二 维 的 正方 形 有 相同 的 势 ， 也 可 同样 证 明 三 维 的 
正方 体 也 有 相同 的 势 。 
如 同 在 前 面 的 证 法 中 一 样 ， 我 们 将 z 
采用 无 限 小 数 ， 但 仍然 排除 了 尾部 为 9 
的 小 数 。 线 段 上 的 上 用 小 数 0,………' 表 
示 , 和 前 面 一 样 。 正 方形 上 的 点 将 用 一 
对 小 数 表示 ，* 表示 点 与 正方 形 左 边 的 到 生 
水 平 距离 ，》 则 表示 点 与 正方 形 下 边 的 
销 真 距离 { 图 25)。 我们 将 用 下 面 方法 来 
配对 。 正 方形 上 每 一 点 卫 将 用 两 个 小 数 
t=0, a ds y=0. Bi 有 
表示 。 由 这 两 个 小 数 作出 一 个 简单 小 数 ， 
z=0 ,abbr ba:* 

即 轮换 取 x 和» 的 数字 。 信 将 正方 形 内 的 卫 点 和 线段 上 的 
@ 配 起 对 来 ， 而 点 @ 用 表示。 例如 正方 形 中 心 ，%= 
0.500…… 3 一 0.500… 和 线段 上 相对 应 的 点 = 一 0.550000 
配对 ， 用 这 种 方法 正方 形 上 每 一 点 都 将 同 线段 上 某 个 点 配 
对 。 担 只 说 配对 还 不 能 确切 。 如 时 我 们 仅仅 说 把 正方 形 内 每 
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一 点 ， 和 线段 上 某 点 相配 ， 我 们 也 可 以 把 正方 形 内 每 一 点 
请 和 书 点 正 土 方 的 正方 形 上 迅 煞 之 点 和 相配， 但 这 样 边 上 的 每 
一 点 将 不 是 恰好 和 正方 形 内 一 点 相配 ， 而 是 有 无 数 多 个 虑 了 
《 即 铝 真 线 上 所 有 的 点 )。 但 在 康 托 班 较 集 的 势 的 方 基 中 把 这 
一 情况 排除 了 了。 焉 象 钴 客 的 情况 一 样 ， 不 能 假设 一 个 人 能 和 有 
好 多 个 舞伴 。 我 们 财 才 那个 比较 严密 的 配对 方法 已 经 澡 免 了 
这 一 困 准 。 如 果 在 正方 形 内 有 第 二 成 P'， 其 中 
x O00 Y= dd 
它 同 线 段 上 同一 点 & 相配 ， 则 我 们 有 
z=0.abiadiasby 
这 个 z 的 小 数 表示 成 与 原 央 示 式 ， 只 有 在 爹 部 对 应 数字 都 相 
等 时 才 相 等， 
41 Bib 0 一 人 天 一 太 ， 
但 这 表明 x 的 全 部 数字 等 于 * 的 对 应 数字 。 对 于 y 和 y 也 
是 这 样 。 所 以 我 们 有 x' 二 x,y 二 yy 中 P' 和 卫 是 同一 点 ,这 
与 它们 不 是 同一 点 的 假设 相 矛 盾 。 因 此 ， 正 方形 上 两 个 不 同 
之 点 绝 不 能 同 线段 上 同一 点 配对 。 
当 我 们 证 易 在 线段 上 没有 留 下 一 个 点 没 被 配对 时 ， 我 们 
的 证 明 就 完成 了 。 这 是 容易 看 出 求 的 ， 因 为 ， 如 果 
后 一 [CiCaC3C4ESC6E 
对 应 于 线段 上 任 一 点 ， 则 焉 方形 内 一 点 
光一 0.c1c8s05 rs Y=0.cacacpere | 
将 与 线段 上 某 点 配对 ， 其 对 应 的 小 数 将 是 从 x 和 2》 下 轮换 取 
出 的 ， 而 这 正 是 前 面 提出 的 小 数 =。 
在 证 明 中 仍然 有 一 个 缺点 ， 仍 来 自 尾部 为 8 的 小 数 。 线 
段 上 一 上 扣 z=0,2202020.， ,与 正方 形 中 一 点 配对 ， 有 
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x=D).2000.."， y=0.2222..., 
线段 上 一 点 z' 一 0,12929292,.* 和 正方 形 中 一 
x'=0,1999'.., Y=0,.2222... 
相配 ， 但 这 里 有 尾部 为 9 的 小 数 ， 我 们 把 它 写成 x/ 二 
0.2000， -所 以 在 线段 上 对 应 于 4 和 z' 的 四 异 商 点 ， 和 正方 
形 内 同一 点 相配 了 。 

一 个 简单 而 并 非 一 和 了 然 的 方法 可 以 消除 这 一 困难 。 上 
画 所 提 汉 的 那 种 形式 ， 使 得 证 明 不 正确 了 ， 但 作 如 下 修正 
后 ,证明 就 荐 正确 的 了 。 当 3 在 小 数 中 出 现时 ， 我 们 把 它 和 
它 者 边 的 数字 全 起 来 作成 一 个 不 可 分 割 的“ 分子"”。 如 果 有 很 
多 相 邻 的 9 ,我 们 把 它们 和 下 一 个 数字 合成 一 个 分 子 。 这 样 ， 
在 前 面 的 例子 中 ,我 们 将 有 0.(1)(2){92)(92)(92)...。 举 一 
个 新 岗子, 我 们 将 写 出 x 二 0.《7)(3)(94) {990) (9897).……:， 
在 证 明 中 ， 我 们 以 分 子 去 代 共 数字 ， 例 如， 由 zs 我 们 有 

x*=0.(7)(94)(9997) 3 一 0.(3)(9903 
现在 的 写 对 法 和 以 前 的 有 所 不 同 了 ，、 担 略 一 回想 ， 由 于 除去 
了 尾部 为 9 的 小 数 ， 我 们 看 出 在 证 明 上 在 再 有 困难 了 。 

在 这 里 ， 上 康 托 下 到 一 个 后 来 变 得 很 出 名 的 向 题 。 这 个 间 
题 就 是 ， 是 否 存在 一 个 集 ， 它 比 自然 数 集 有 较 高 的 势 而 比 线 
段 上 的 点 集 有 较 低 的 势 。 

这 个 向 题 曾 被 称 作 “ 连 续 统 问题 "。 它 是 对 康 托 及 其 后 继 
者 寻求 答案 的 一 切 努 力 的 挑战 。 大 概 没 有 任何 其 它 的 数学 问 
题 ， 提 出 它 只 须 具 有 很 少 的 预备 知识 ， 但 解决 它 却 大 如 此 困 
难 。 提 出 它 所 要 用 的 知识 不 过 是 整数 和 线段 的 概念 。 如 果 刻 
用 一 些 复杂 的 数学 峰 念 才能 提出 某 种 很 困难 的 问题 ， 那 是 直 
是 为 奇 的 。 仅 仅 导 一 些 简 单 概念 就 提出 了 一 个 问题 ， 它 茎 不 
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容易 解决 ， 又 出 色 地 显示 了 数学 的 真正 艺术 。 从 这 一 观 扎 闭 
虚 ， 连 续 统 问题 是 一 个 光辉 的 范例 。 

不 入 就 显示 出 来 ， 集 合 的 基本 理论 其 全 部 数学 的 依据 。 
但 在 集 芍 概念 末 被 仔细 地 分 析 以 前 ， 集 论 是 不 可 能 真正 地 发 
展 的 。 出 于 集 论 中 的 一 个 著名 的 导论 ， 才 起 使 人 们 去 和 注意 这 
样 的 分 析 。 

我 们 已 讲 到 集 ， 这 些 集 是 由 这 类 或 那 类 "元素 "组 成 的 。 
线段 的 点 集 ， 包 含 作为 元 业 的 线段 上 的 各 个 点 。 整 数 本 身 是 
整数 集 的 元 束 。 集 和 元 素 之 间 的 关系 ， 就 如 同 功 体 和 它 的 成 
员 一 样 。 有 时 一 个 组 织 不 以 个 别 东 本 为 其 元 素 ， 而 基 以 另 一 
些 组 织 为 其 元 素 。 俩 如 ， 联 合 国 是 各 个 国家 的 组 织 ， 而 每 一 
个 国家 又 是 公民 的 组 织 。 联 合 国 确切 的 成 员 是 各 个 国家 ， 面 
不 是 国家 的 公民 。 同 样 ， 一 个 集 可 包含 一 些 集 作为 它 的 元 
素 。 例 如 ， 侈 部 可 数 集 的 集 ， 其 所 有 的 元 功 本 身 都 是 斥 。 一 


个 个 别 国家 的 公民 并 不 是 联合 国 的 一 元 。 类 似 ， 数 二 是 有 理 


数 集 的 一 元 ， 但 它 不 能 作为 金 部 可 数 全 组 成 之 集 的 一 元 。 

一 个 集 能 否 包含 其 自身 作为 一 苑 ? 我 们 已 经 看 见 过 的 普 
通 的 集 设 有 这 个 性 质 。 然 而 ， 容 易 给 出 例子 ， 说 明 这 种 非 莹 
通 集 是 在 在 的 。 金 部 可 设想 到 的 集 的 集 是 这 一 类 型 的 ， 因 为 
它 是 包含 自 身 的 一 个 特殊 集 。 这 时 ,我 们 将 把 包含 集 本 身 作 为 
一 元 的 全 叫 作 非 普通 集 ， 而 其 它 案 四 作 普 通 集 。 

现在 让 我 们 考虑 全 六 普通 集 的 集 , 而 把 它 记 作 s。s 本 身 
是 一 普通 集 还 是 非 普 通 华 ? 它 必 然 是 其 中 之 一 。 如 果 = 是 非 
普通 集 ， 则 宅 一 定 包含 其 自 身 作为 一 元 。 但 这 时 s 象 : 的 多 
部 元 一 样 ， 匙 : 的 一 个 元 ， 因 而 它 蚌 一 个 普通 集 。 这 是 一 个 
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矛盾 ， 因 此 : 不 是 非 普 通 集 。 然 而 ， 如 果 s 是 普通 集 ， 则 它 
不 能 包含 它 自身 作为 一 元 。 因 而 :不 是 :的 一 个 宛 , 倍 : 又 
包含 爹 部 普通 集 作为 它 的 元 ， 所 以 :不 是 普通 集 。 这 又 得 出 
一 个 矛盾， 即 * 不 是 普通 集 。 这 是 一 个 舒 论 ，; 必然 是 普通 
集 或 非 普 通 集 ， 但 每 个 可 能 性 都 导出 了 矛盾 。 

这 个 悖 论 并 没有 特别 限制 了 集 论 。 为 了 要 震 请 楚 这 点 ， 
我 们 将 用 一 种 没有 多 大 意义 的 方法 把 这 个 导论 改造 一 下 。 这 
个 作法 完全 脱离 了 集 的 概念 。 在 一 个 兵团 里 ， 一 个 土 兵 被 派 
作 理 发 师 工 作 , 给 他 确切 的 命令 是 要 他 给 团 内 的 每 个 人 修 面 ， 
而 四 内 规定 每 人 都 不 准 给 自己 修 面 。 这 个 士兵 是 否 应 自己 做 
面 呢 ? 如 果 他 肖 己 修了 ， 而 命令 又 不 淮 他 这 样 作 。 如 果 他 没 
有 自己 修 ， 则 又 违反 了 命令 。 这 个 天 将 如 何 严 格 执行 命令 
昵 ? 

这 个 侍 论 是 纯 逻 辑 性 的 ， 我 们 是 不 能 避免 把 它 引 人 集 沦 
中 的 ， 它 显然 比 集 论 更 一 般 ， 但 集 论 的 结构 并 不 需要 它 。 老 
的 颇 为 采 板 的 思 辑 主题 已 发 展 成 为 某 些 有 趣 的 事 情 。 事实 
上 ， 数 学 家 和 巡 辑 学 家 已 经 同时 工作 了 一 些 时 候 ， 要 把 还 辑 
从 老 的 亚 里 十 多 德 的 形式 中 解放 出 来 ， 但 到 现在 很 难看 出 将 
要 采取 怎样 的 新 形式 。 


8， 一些 组 合 问题 


1. 一 个 简单 例子 可 以 说 明 我 们 将 要 本 究 的 是 怎样 一 种 
类 型 的 问题 。 仍 设 我 们 有 四 个 红 球 (及 )， 一 个 黄 妹 (7Y) 和 两 
仿 自 球 ( 严 )。 假 定 这 些 球 有 同 梯 的 大 小 和 重量 ， 除 其 颜色 
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外 ， 是 完 金 不 可 分 辨 的。 我 们 还 仍 设 有 两 个 生子 4 和 8， 征 
子 了 恰好 能 装 3 个 球 ， 而 了 能 装 4 个， 我 们 问 ， 把 这 七 信 有 
色 球 分 别 放 在 4 和 总 两 个 抽 内 ， 将 有 多 少 不 同 的 方法 ? 

因为 只 有 两 个 纸 子 ， 这 是 一 个 很 简单 的 问题 ， 我 们 只 委 
看 怎样 把 球 放 人生 肉 ， 其 余 四 个 球 就 是 放 和 人 玫 上 抵 肉 的 。 为 
答复 这 一 问题 ， 我 们 将 列举 各 种 可 能 性 。 首 先 ， 我 们 把 红 球 
都 该 人 < 黎 肉 ， 剩 余 的 荆 入 下 纸 内 : 

1. 有 4 氏 内 : RA，8B 和 内 :; A 了 历 夯 . 

在 这 里 哪 三 个 红 球 放 进 了 和 红 内 是 没有 关系 的 ， 伍 为 我 们 
假设 ， 除 颜色 外 ， 球 彼此 间 是 没有 差别 的 ，。 

其 次 ，A 氏 内 放 人 两 个 红 球 ， 第 三 个 球 或 是 黄 球 或 是 白 
球 。 

2, 有 斌 肉 : RARY，8B 和 代 内 :RA 历 夯 ， 

3 有 4 区 内 ! RAR 万，B 人 内: RAT 扫 ， 

如 景 4 生 内 只 放 和 人 一 个 红 球 ， 则 其 他 两 球 显然 是 了 瑟 或 
FF, 

4. 4 虹 内 RY 历 ，B 包 内 : RARD， 

5. 4 条 内 : RP 厂 ，B 和 内 RRAY. 

最 后 如 果 4 负 内 不 放 红 球 ， 则 它 将 含有 其 他 三 个 球 ， 

6，4 缸 肉 ， 到 到 ， 吾 人 缸 内 ， 有 RERR 

所 以 ， 我 们 看 到 把 4 个 红 球 ，1 个 黄 球 和 2 个 白 球 分 别 
在 妈 币 内 坟 和 进 3 个 ，8 仙 内 玻 进 4 个 ， 有 6 种 可 能 的 方 话 。 
显然 ， 球 取 什 么 颜色 是 无 关 紧 要 的 ， 如 孙 有 + 上 个 揪 球 ,1 个 
绿 球 ，2 个 蓝 球 ， 我 们 会 得 到 同样 的 结果 。 需要 说 明 的 只 是 
每 种 球 的 个 数 而 不 是 它们 的 后 色 。 为 了 用 一 种 稍为 简单 的 形 
式 说 明 这 个 问题 ， 我 们 可 以 这 样 鞠 ， 把 各 有 4 个 ,1 个 和 2 
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个 的 3 种 球 ， 分 别 装 在 两 个 容量 为 3 个 和 + 个 的 迄 子 肉 ， 洪 
有 6 种 分 孔 太 法 。 我 们 也 可 把 这 个 事实 用 符号 写成 如 下 形 
式 ， 
{4,1,213,4}r=6, 

鞭 中 二 杠 前 的 数字 代表 各 种 不 同 颜 色 的 球 数 ， 而 直 杠 后 的 数 
字 代 表 每 个 缸 内 可 容纳 的 球 数 。 在 家 村 前 的 各 数 之 和 ， 必 答 
于 直 杜 后 的 各 数 之 和 。 国 所 有 的 球 必然 仿 部 分别 放 在 生子 
之 内 。 球 的 会 部 个 数 7 作为 足 标 ， 已 写 在 括号 右边 之 下 。 

2， 问 题 并 不 是 只 需要 考虑 3 种 颜色 和 2 个 缸 子 而 已 。 
作为 一 般 的 问题 ， 我 们 可 以 考虑 有 。 种 不 同 颜色 的 ”个 球 ， 
还 有 总 容量 为 # 个 球 的 个 氏 子 。 我 们 将 使 用 符号 

ZF={r, ss da berryss {1) 

其 中 于 个 妈 分 配 的 个 数 是 ， 有 > 个 是 一 种 颜色 ，s 是 另 一 种 ， 
等 等 ， 在 缸 子 内 分 别 含有 a,5'… 个 球 。 这 个 问题 是 要 由 数 
去 计算 2 的 值 。 我 们 将 不 去 解决 这 种 一 
般 形式 的 这 个 问题 ， 而 只 限于 研究 一 些 例子 和 重要 的 特殊 情 
识 。 

这 个 问题 实际 上 并 不 要 求 分 配 的 对 象 是 色 球 。 例 如 ， 我 
1 兽 于 字母 ARRRI VY 到 去 代表 4 个 红 的 ，1 个 黄 的 ，2 个 
白 的 球 。 并 把 7 个 字母 分 配 在 两 个 集 4 和 B， 以 代 赫 7 个 球 
分 配 在 两 个 缸 子 了 和 吾 。 

3. 我 们 还 可 以 选取 一 : 些 并 不 涉及 色 球 的 例子， 但 我 们 
将 庶 法 找 出 一 种 能 解 县 每 种 精 沈 的 方法 ， 就 象 对 色 球 那样 。 
这 些 例子 是 相当 有 趣 而 重要 的 ， 它 们 可 用 米 说 明 符 号 (1) 的 
意义 。 

迟 I. 5 个 人 在 2 个 位 置 就 座 能 有 多 少 方式 ?为 要 把 这 个 
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解释 成 前 一 问题 的 形式 ， 我 们 注意 到 ， 每 个 人 将 区 别 和 于 其 它 
任何 人 人。 因此， 我 们 可 以 把 每 个 人 看 作 有 不 同 的 颜色 ， 就 如 
同 每 个 人 有 不 同 的 名 字 一 样 。 那 么 这 个 问题 就 化 为 :个 不 
同 颜色 的 球 ， 访 在 个 不 同 的 位 置 有 多 少 种 该 法 ? n 个 位 置 
”中 的 每 一 个 对 应 于 老 问 题 中 的 生子 ， 它 将 仅仅 容纳 一 个 球 。 
用 我 们 的 符号 ， 疝 题 变 为 求 

， P={1,1,. :|1,1,. + }, (2) 
的 值 。 这 里 ， 在 直 杠 前 和 的 4 个 1， 对 应 于 个 不 同 颜色 的 
球 ， 而 在 直 杠 后 和 面 的 个 1， 对 应 于 5 个 角子， 共 中 竹 个 饶 
子 都 放 进 一 个 球 。 

如 果 我 们 设 下 这 个 生子 或 位 置 是 在 一 行内 ， 那 么 ， 我 
们 要 各 个 球 或 人 (或 纤 何 癌 分 开 的 物体 ) 在 排 成 一 行 时 有 多 
少 方法 ? 这 样 的 一 个 安排 被 叫 作 一 个 排列 ， 所 以 我 们 下 以 党 
[27 中 的 P; 表示 二 个 开 异 的 物体 的 排列 。 

这 里 仍 留 有 一 个 问题 ， 如 果 记 生地 的 值 ， 那 么 怎样 去 求 
了 , 的 数值 。 我 们 将 得 到 用 ”表示 肠 的 公式 ， 但 我 们 且 等 提 
出 更 多 的 俩 子 之 后 ， 再 解决 这 一 问题 ， 

4. 例 正 , 3 个 选手 玩 一 种 32 张 互 异 的 纸牌 游戏 。 每 个 人 
分 到 10 张 珀 ， 剩 下 2 张 牌 。 按 此 蔓 求 把 牌 分 完 有 多 少 种 不 
间 的 方法 ? 显然 ， 这 个 分 法 数 ， 就 加 有 32 个 颜 色 不 同 的 球 
变 和 人 容重 分 别 为 10,10,10;2 的 4 个 缸 子 内 的 分 配方 式 的 个 
数 一 样 。 所 以 ， 在 这 场 纸牌 游戏 中 ， 分 配方 法 的 个 数 是 

$={1,1*. 110,10,10,2}32。 (8) 
仍然 把 对 这 个 符号 的 数值 计算 推 延 一 下 。 

5. 例 下 .所谓 的 多 项 式 定 理 是 又 一 有 趣 的 例子 。 我 们 将 
仅仅 考虑 一 个 包含 三 个 变数 *, y,z 的 特例 。 下 式 
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{x 二 y+ zy 

可 这 浅 出 灯 。 这 个 ?次 方 天 未 7# 个 相同 因子 (x + y+z) 相 汪 
的 蘑 积 。 如 果 包 省 在 揪 号 内 的 各 项 之 和 被 一 因子 所 稳 ， 则 揪 
号 内 每 项 者 要 被 这 个 因子 乘 。 如 果 这 一 规则 都 应 用 于 这 盖 次 
寡 的 个 括号 ， 则 可 见 这 个 二 次 霉 直 匀 积 的 和 组 成 。 这 些 乘 
积 每 一 个 帮 有 “个 因子 ， 它 可 以 是 zx 或 ?或 xs。 因 为 乘积 的 
因子 的 次 序 可 任意 取 ， 所 以 我 们 可 以 把 所 有 的 * 集 中 在 一 
起 ， 同 样 对 y， 对 : 也 是 如 此 。 那 么 每 一 乘积 将 具 有 说 式 
x ys， 其 中 6 如 < 是 整数 ， 且 受 条 件 

扫 二 寺 cc 二 a C0. {4) 
的 限制 。 因 了 予 x 可 以 来 源 于 个 手 号 中 的 任 一 个 ， 阐 样 对 于 
2 和 z 也 是 如 由。 所 以 将 有 一 些 飞 积 x"y*z* 有 站 同 的 ,5， 
c<。 当 我 们 乘 出 这 个 上 次 方 有 时 ， 将 出 更 多 少 个 x*y*z' 昵 ? 因 
子 汪 2 或 = 之 一 ,必定 来 自 二 个 揪 号 让 的 一 个 。 我 们 可 以 设 
想 “个 红 子 排 成 一 行 ， 每 个 纸 子 对 应 于 一 个 播 号 。 则 我 们 可 
以 故人 每 个 纸 了 予 内 一 个 字母 ， 它 是 在 对 应 的 揪 号 内 事 出 的 。 
现在 我 们 只 需要 计算 有 多 少 种 方法 使 2 个 元 素 “x“( 红 球 )， 
6 个 元 素 ”》"( 黄 球 ) 和 < 个 元 陛 “ z "(和 白 球 ) 分 配 在 容量 为 1 
的 4 个 斌 内。 我 们 特 以 PDL,, 表示 此 数 ， 我 们 有 

Pini ee=ta,b, cll,ly ,1 (5) 

当 (x 十 y+2)" 莱 而 后 ， 则 珊 *"ys' 特 出 现 PS 次， 这 就 
是 合并 同类 项 后 出 现 的 系数 。 

一 个 转 殊 情况 ， 将 机 得 这 一 结果 更 清楚 了 。 让 我 们 取 x 
一 4， 且 设想 把 四 次 署 (x 十 y 十 z)1 莱 漠 来 。x'y*z* 弄 的 项 将 
会 让 现 ， 其 中 a,5,c 的 所 有 的 值 应 符合 (4)}， 但 其 中 n=4。 
和 将 它们 系统 地 表 列 出 来 ， 我 们 求 出 下 歼 15 个 可 能 性 ， 
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x 34 4 


人 

ws Xz, XY, YZ KD, Yo 
x yy 21, 2222 

Yiye, ENS, Xoo 


把 这 许多 项 分 别 乘 玲 各 项 的 系数 再 相 加 ， 得 
Cx yte)t= Pld xt+ Phio yt Pt 

十 卫 革 1 ,0 3 十 也 可 二 3 于 pig 0 

+ Psd, st Pito,s ze + Poa,s yz 

+ 卫 纪 ， ot2 yi PID,s weg? + PHY, ye 

+ PE riya 十 于， wz + Pts wy 
这 仅 给 出 了 先 方 的 形式 。 还 必须 求 出 Ps,。 的 值 ， 更 一 般 的 
是 求 Pen,。 之 值 。 

56， 例 访 , 从 个 不 同 物体 中 每 次 选取 万 个 ， 有 儿 少 不 同 
选 法 ? 这 个 数 通 常 被 说 成 是 个 物件 中 每 次 选取 不 个 的 组 合 
涩 ， 用 来 说 明 符号 (3”。 这 个 物体 是 完全 互 异 的 ， 因 而 我 
们 可 以 把 它 看 作 是 不 同 颜色 的 球 ， 即 ~=1，s 一 1 。 所 选 
到 的 个 球 放 在 一 个 包子 内 =， 广 其 余 都 旗 在 另 一 个 缸 
子 内 ,5 二 一， 因而 我 们 试图 确定 的 数 是 

CE {lyly" "| Ao (7) 

7?。 分 配 符号 的 对 偶 仁 。 我 们 通常 用 以 类 示 分 配 法 的 个 
数 的 符号 有 一 重要 特性 ， 可 以 帮助 我 们 去 计算 它 的 值 。 在 直 
杠 前 和 直 杠 后 的 数 ， 可 以 互 蜀 ， 

人 

用 进行 分 配 的 话说 ， 就 是 把 r 个 红 球 , * 个 和 白 还 .… 分 别 帮 进 

容量 为 a,5,"… 个 球 的 生子 内 的 分 配方 法 的 个 数 恰 好 等 于 把 

个 红 球 ,个 日 妹 "…' 分 着 旅 进 容 量 为 ",s，*'， 个 球 的 角子 
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府 揭 分 靶 数 。 这 星 和 通常 一 样 ,假定 ”+ 上 一 a+ 坟 十 
一 za 
用 这 种 分 配方 波 来 表示 ， 等 式 (9) 就 很 容易 证 明 。 一 个 
简单 的 数值 的 例子 ， 将 完全 证 实 这 个 结果 。 让 我 们 证 时 等 
式 
{3,4| 111,5)7={1,1.5|3,4}r。 (9) 
左边 表示 3 个 红 球 ，4 个 白 际 的 分 配方 法 
RRA I ,iF, 
这 里 有 3 个 缸 子 ，4 和 好 每 个 缸 子 放 人 1 球 ， 而 C 红 起 人 共 
它 5 球 。 我 们 看 ， 可 能 的 分 配 相 之 -是 


El wm] ARFAF| 
| B [A 


现在 我 们 也 可 以 把 这 一 分 配 法 表示 如 下 ， 把 球 写 成 -- 各 ,而 
在 每 个 球 之 下 ， 记 下 它 将 投入 的 红 子 ， 
1 RP ,RR ,I ,Hy, 

A BCC OCC,O, 
这 正 是 把 字母 本 成 7 对。 上 边 的 字母 及 和 瑟 是 颜色 的 名称， 
下 边 的 字母 4,8,C 是 生子 的 名 称 。 我们 可 以 互 换 字 母 所 代 
表 的 东西 ， 令 挟 ,8,0 伐 表 谓 色 的 名 称 ， 面 用, 六 则 代表 纸 
子 的 名 称 。 现 在 我 们 把 颜色 写 在 上 一 行 ， 生子 写 在 下 一 行 ， 
耐 依 缸 子 的 次 座 重 新 排列 各 对 ， 得 表 

ACICI BIC C0, 

RR RW ,I ,Im, 
在 (10 5) 和 (10 所 出 现 的 配对 完全 一 样 ， 只 是 协 好 每 对 都 
颠 倘 过 来 了 。 但 (10 5) 可 以 理解 为 一 各 分配 法 ， 拒 1 个 4 色 
的 球 ，1 个 8 色 的 球 和 5 个 忆 色 的 球 放 在 两 个 铀 子 和 瑟 
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《10 4) 


(108) 


肉 ， 而 驰 和 机 如 分 别 放 进 3 和 4 个 球 。 组 这 正 是 (9) 式 汕 过 
所 算出 的 分 配 半 之 一 。 其 他 用 (9) 式 左边 所 算出 的 每 一 个 分 
配 法 ， 将 对 应 于 杞 边 的 一 个 , 正如 同样 方法 (10 a) 对 应 于 (10 
如 一 样 。 这 一 对 应 性 显然 可 从 男 一 方向 作出 ， 吕 以 同一 六 法 
从 (C10 万 ) 到 (10 a) 作 出。 所 以 这 里 有 一 个 完 人 金 的 对 应 性 ， 好 
在 (9) 式 左边 和 右边 所 天 示 的 两 个 问题 中 ， 有 一 个 “对 偶 ”, 出 
于 分 配 法 的 集 恰好 本 起 对 来 ， 它 们 恰好 有 相同 的 数 ,直击 (9) 
是 一 个 识 正 的 等 式 。 

证 明 (9) 式 两 迹 相 等， 不必 知道 两 边 航 数 值 。 但 是 在 这 
一 情 训 天 ， 很 容易 把 全 部 可 能 的 分 配 法 系统 增 列 出 表 来 ， 并 
得 出 

{3,4|1,1,5}r ={1,1,5|3,4}: = 4。 

这 个 (9) 式 的 证 法 ， 仅 是 把 颜色 的 和 名称 和 和 红 子 的 名 称 痰 
换 一 下 而 己 。 我 们 不 必 去 作 (8) 的 详尽 证 有 明 。 颜色 各 生 了 于 的 
同样 的 让 换 ， 下 明了 (98) 式 耳 端 两 个 局 题 的 对 个 性 ， 及 其 一 
般 等 式 。 

8. 基 些 情况 下 分 配 法 数值 的 计算 。 对 于 任 闹 数 r,5 
ap 计算 数值 人 22 是 于 分 琶 类 的， 我 们 不 
去 作 它 。 第 3 到 第 6 昔 中 所 见 的 符号 并 不 是 最 一 般 的 类 型 。 在 
直 柱 前 的 所 有 有 数字， 或 在 其 后 的 所 有 数字 (或 二 者 ) 都 有 特殊 
性 , 即 金 部 由 1 组 成 。 这 就 是 说 ,或 者 所 有 和 的 球 吉 有 不 同 的 颜 
色 ， 或 省 每 一 个 生 于 内 只 能 放 人 一 个 球 。 出 于 对 个性， 我 们 
只 须 洪 虑 金 部 的 球 都 有 不 间 颜 色 的 情况 ， 我 们 可 以 计算 

dhslyrr sl lasd cr hn, 
是 标 提示 我 们 这 里 有 个 球 ， 而 爹 部 红 子 恰好 共 放 入 5 个 
球 ， 


48 


1 二 十 十 1 一 二 二 二 一 
由于 我 们 只 考虑 直 杠 前 的 符号 1， 通 当 不 圳 把 它们 写 进去 ， 
我 们 可 用 简便 记 法 
二 | 
数 *),p,c，… 表 未 缸 子 的 容量 ， 除 其 和 为 二 外 没有 其 他 限制 ， 
显然 ， 我 们 有 
Try 一 1， (11) 
四 为 把 所 有 的 球 放 在 一 个 缸 子 内 只 有 一 种 方法 。 如 果 把 能 容 
纳 个 球 的 生子 六 换 成 两 个 生子 ， 邯 容纳 一 1 个 球 的 入 I 
和 容纳 1 个 球 的 入 和 闭 么 ;必须 从 NN 中 取出 一 个 球 放 入 站/ 内。 
余下 的 一 1 个 球 夏 入 六! 中。 放 入 VN’ 的 那 一 个 球 可 以 是 任 
意 一 个 ， 因 为 它们 是 互 蜡 的 ， 从 而 有 zz 个 可 能 性 。 所 以 ,我 
科 有 
{nr—l,l}=n, 
同样 方法 效 们 证 明 
afaybyecs)s—={a—1,1b,c,- -Yo (12) 
这 里 具有 容 景 Be，… 的 生子 号: 和，… 设 有 改变 ， 查 容 蚂 a 
的 生子 4 为 内 个 氏 子 4 和 4 所 代 芷 ， 它们 的 容量 分 别 为 
4 一 1 和 1 个 球 。 我 们 可 以 从 ,8;C,""' 中 的 一 个 分 配 法 转 
到 对 A1,A ,8,C，'…… 的 一 个 分 配 法 ， 就 是 从 4 了 中 取 任 一 球 
放 人 人 向， 而 将 武信 a 一 1 个 球 放 入 4 中， 而 BCG，…… 中 
的 球 不 变 。 还 有 ， 因 为 球 都 是 互 异 的 ， 壤 人 A 中 的 球 有 a 
个 不 同 的 可 能 迁 法 ;所 以 对 于 A411 8 CC 的 分 配 个 数 , 应 
是 对 于 4, BC，… 的 分 配 个 数 的 = 倍 ， 而 这 恰 是 《12) 的 意 
六 。 
现在 我 们 可 以 把 4 换 成 容纳 a 一 2 个 球 的 包子 .4 和 容 
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纳 1 个 球 的 缸 子 4*， 有 蜡 电 然 有 
Coa—l)iamlylid ey net{e—2,1,1,be, -Yo 
辣 一 方法 得 到 
ta—2)io-2 1 lB es 1 
如 此 ， 得 到 一 组 全 部 类 似 的 方 窒 ， 其 最 后 一 个 是 
2 ly sdb es Y= db 
oe 一 一 一 一 
a2 I 
了 后 这 一 步 ， 已 把 a 分裂 成 一 组 1 了 。 邵 里 我 们 把 (12) 和 它 
后 看 的 所 有 方程 莱 到 -… 起 ， 两 端 都 育 公 因子 
fa—lylsB cr sta—2, 1 lb er Ys 
241 1 Do, }ny 
一 了 
它们 可 以 从 两 端 请 去 。 用 这 一 方法 ， 我 们 求 得 
ata—l)(a—2). 2 
a 
在 乘积 <fa 一 H)(e 一 2… :2 中 站 倒 其 次 府 ， 且 引用 符号 
al=1.2.8.. (421).a, 
我 们 的 结果 可 以 写成 
Ce {13) 
' 


可 以 采用 完全 同样 的 步 又 把 包子 B 挤 成 较 小 的 一 些 币 子 。 这 
给 出 


Bl Bc = {ld ds 
好 2 


这 和 (13) 结 合 起 来 ， 得 
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多 
\ 
这 十 十 
司法 处 理 =， 并 连续 处 理 其 余 的 筷子 ， 我 们 最 后 得 到 
人 1 《14》 
其 中 ， 显 然 右边 的 符号 中 浴 好 包含 4 个 1。 
在 红 3) 内 ， 如 果 a 二 xn， 这 和 肝 只 有 一 个 氏 子 ， 而 (13) 变 
为 
nl {nbs—=tlyls* ,lh 
所 流 ， 用 (1) 得 漳 
nl={1,1,.++ ,1}, 。 (15) 
用 这 个 值 民 人 (14)， 我 们 得 到 公式 | 
nn! 


le Py es =, 1 | a b,c, hh pl cil... 人 


(16) 

利用 这 个 符号 的 计算 式 ， 至 少 上 述 全 部 的 例子 都 可 以 得 到 解 
决 。 

9. 现在 我 们 可 以 回 到 转 萄 的 例子 

例 1 从 (2) 和 (15)， 我 们 有 

P=ilydy sill 1th! 
就 是 说 ，” 个 人 分 别 华 在 个 位 子 上 ， 有 忆 个 不 同人 法 ,或 
者 说 4 个 不 同 物 外 看 个 排列 ， 在 这 一 公式 中 所 出 现 的 阶 
乘 效 值 增加 得 很 决 。 前 边 十 个 是 


1!= 1 61 一 720 
21 二 2 Y 一 5.040 
3! 二 6 81 一 40,320 
41 二 24 91 一 362,880 
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5§1=120 101=3,628,800 
例 卫 ”从 (3) 和 (6) 可 见 


Ss 321 


10110110r21« 
这 就 是 在 这 一 种 游戏 中 ，32 张 牌 的 不 同 分 配方 法 的 个 数 。 实 
际 上 这 是 一 个 很 大 的 数 .、 计算 的 结果 是 
S—=2,753,294,408,5b04.640, 
在 打 桥 牌 时 ， 读 者 有 兴趣 的 话 可 用 类 似 的 方法 加 以 计算 。 
例 于 ”利用 对 但 性 公式 (8) 以 及 {5) 和 (15)， 我 们 有 


' 
有 于， 
Po, = TT aT {a+b+e=n). 


如 对 n=4 加 以 计算 .得 展开 式 
(x 十 Zw 十 yi 十 
十 4x3y 十 X32 十 4 十 4 32 十 4 XZ3 十 4 yg3 
+6 wy 十 在 xiz? + yiz? 
+12 x2yzt+12 xyz+i2xryz?, 
倒 责 ”最 后 (7) 和 (16) 得 出 值 


1 
人 人 n 


= A 
这 是 二 个 物体 中 每 次 到“ 个 的 组 合 数 。 


9， 关于 韦 林 问题 


平方 数 的 序列 1,3,9:16,25，…， 当 这 样 不 断 列 下 去 
时 ， 两 个 相 邻 的 平 为 数 的 淹 隔 越 米 越 大， 这 就 是 说 ， 越 来 越 
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不 稠密 了 .虽然 这 些 六 隔 中 的 数 都 不 是 平方 数 ,但 圣 消 有 些 数 
可 以 号 作 责 个 平方 数 忆 和， 例如 到 =8+4，41 一 25+16， 等 
等 。 但 不 是 每 个 数 都 可 写作 两 个 平方 数 之 和 。 如 果 我 们 试图 
把 6 写成 随 个 平方 数 之 和 ， 可 用 的 平方 数 是 1 和 4， 这 是 小 
于 6 的 人 私有 的 两 个 平方 数 。 我 们 看 1 十 1，4 二 4 或 1+4 都 不 
能 等 二 86， 所 以 为 使 和 得 6， 至 沙 需 要 三 个 平方 数 。 事 实 上 ， 
6 可 以 写作 三 个 平方 数 之 和 ，6=4 十 1 二 1。 提 样 的 方式 ， 可 
以 看 出 7 不 能 写作 三 个 平方 数 之 和 ， 因 为 最 少 的 个 数 是 四 ， 
即 7==4 填 1 十 1 十 1， 对 于 8， 两 个 平方 数 就 能 了，8 = 二 4+4， 
9 当 己 就 是 一 个 平方 数 。 又 我 们 有 吉 =9+1，11 一 9 十 了 十 1， 
12 一 g++1 十 1 二 1 一 4 十 4 十 4， 等 等 。 

我 们 自然 会 认为 不 入 四 个 平 廊 数 将 是 不 够 的 了 ， 订 为 这 
样 继续 下 去 ， 将 需要 更 多 胸 平 方 数 。 可 是 ， 费 马 ， 这 个 丰 17 
世纪 赔 笛 卡尔 并 列 的 天 数学 察 ， 证 明了 令 人 惊异 的 事实 ， 每 
个 正 整 数 最 多 可 以 表示 为 四 个 平方 数 之 和 。 

韦 林 推测 ， 类 似 对 立方 数 ,i 好 次 方 数 等 等 而 嵌 出 的 向 题 ， 
即 应 需 旨 多少 个 立方 数 ， 四 次 方 数 等 等 的 问题 ， 也 是 可 以 证 
明 航 。 由 此 ， 他 的 名 字 就 和 这 一 系列 问题 联系 在 一 起 了 。 立 
方 数 是 了，8, 27, 64,*…， 如 果 我 们 试图 把 处 大 的 数 表 未 成 较 
它 小 的 立方 数 之 和 ， 例 如 7， 这 个 8 前 面 的 最 后 一 个 数 ， 就 
必须 全 前 用 一 些 1 表示 出 来 ，7=1+1+1+t+1LI+1I+1， 需 
要 七 个 立方 数 。 同 样 ，15=8+1+14+1344f+1H1+1， 需 要 
八 个 立方 数 。 而 23-:8- 8F11+I+I+L+LT+I， 需 要 无 
个 。 在 快 达 到 31 之 前 ,我 们 发 现 -个 新 立方 数 27 可 以 利用 ， 
从 而 全 部 情况 改变 了 。 事 实 上 ，381 一 27+1+1+1+1， 仅 用 
五 个 立方 数 。 
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维和 名 比 有 一 位 帮 他 计算 的 名 叫 枝 斯 的 人 , 编 出 一 个 表 来 ， 
表 中 每 个 数 都 表示 成 若干 个 最 少 的 立方 数 之 和 ,这 个 表 表 明 ， 
在 23 之 后 ， 下 一 个 用 九 个 立方 数 表册 的 数 是 239, 这 是 在 这 
个 家 中 一 直到 12000 时 人 私有 的 一 个 用 六 个 立方 数 表 出 的 数 。 
协 需 用 办 个 立方 数 表达 的 数 有 有 15,22,50,114,167,175, 186， 
212,213,238,308,364,420,428, 454， 此 后 ， 一 直到 12000 
都 没有 这 祥 的 数 出 现 。 需 要 七 个 立方 教 的 有 7,14,21,42, 47， 
49,61;77.85,87，103，… 5306，5818，8042， 但 对 这 一 序列 ， 
表明 已 到 了 尽头 。 继 续 这 种 单 插 经 验 的 工作 ， 我 们 只 是 反复 
地 证 实 了 这 些 事实 。 

这 绒 经 验 工作 不 能 证 明 任 何 东 西 。 它 只 能 有 县 于 指出 这 
可 能 是 真实 的 ， 即 短 个 数 最 多 是 九 个 立方 数 之 和 ， 或 队 某 个 
定数 起 ， 每 个 数 最 多 是 八 个 或 者 是 七 个 立方 数 之 和 。 后 一 命 
题 ， 即 出 某 数 起 用 八 个 立方 数 就 够 了 ， 这 是 首先 由 蓝 多 用 很 
难 的 数字 方 尖 证 明 的 。 此 后 尿 步 发 展 ， 威 弗 里 区 证 明了 前 一 
命题 。 

四 次 方 数 可 用 对 立方 数 的 同样 方式 去 处 理 它 。 首 先 ,， 一 
些 四 次 方 数 是 1，16，81，256，…， 现 在 15 需要 15 个 四 次 广 
数 ，31 要 16 人 个. 47 要 17 个 ，63 观 18 个 ，79 要 19 个。 此 
后 加 入 了 新 四 次 方 数 ， 而 形式 完全 变 了 。 现 在 的 问题 是 ，19 
个 四 次 方 数 是 否 是 够 用 了 ? 村 这 一 问题 曾 葡 过 很 多 工作 。 柳 
维尔 证 明 53 个 是 够 了 。 这 个 数 乏 新 被 压缩 为 47,45,41,39， 
38， 而 后 泪 弗 里 区 得 到 37。 不 过 这 帮 所 希望 的 19 还 差 很 
远 。 

德国 大 数学 家 项 尔 们 特 著 卑 用 另外 的 方法 解决 这 个 一 般 
问题 。 他 不 是 试图 吏 进 以 前 航 结 业 , 而 是 兽 的 考虑 与 章 方 数 、 
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四 次 方 数 等 等 有 关 的 全 部 一 系列 问题 。 他 能 一 举证 明 、 不 但 
对 立方 数 和 四 次 方 数 .而 且 对 五 次 方 ， 六 次 方 以 及 多 次 方 数 ， 
总 有 一 个 数 是 足够 的 【 象 9 和 37 对 于 立方 数 和 四 次 方 数 是 
足够 的 )。 显然， 对 于 高 次 方 数 这 个 数 要 较 大 些 。 

英国 的 哈 迪 和 利 特 尔 伍德 使 用 另外 的 更 复杂 的 方法 去 解 
决 这 个 问题 他们 证 明了 从 某 一 数 起 全 部 的 数 可 以 写作 19 个 
四 次 方 数 。 哈 迪 和 利 特 尔 伍德 的 结果 说 明 ,有 这 样 一 个 数 N， 
从 开始 全 部 的 数 一 定 最 多 是 19 个 四 次 方 数 之 和 。 但 这 个 
数 w， 由 他 全 的 证 明 中 得 知 是 非常 大 的 。 从 而 使 他 们 不 必 实 
际 地 计算 出 它 的 值 来 。 以 四 次 方 数 而 言 ， 需 要 逐个 地 检验 小 
于 N 的 每 个 数 ,看 它们 是 否 用 19 个 四 次 方 数 就 是 够 了 。 不 过 ， 
数 尺 是 很 大 的 ， 这样 的 计算 将 大 大 超过 任何 计算 者 的 能 力 
了 。 

我 们 曾 用 了 不 少 的 篇 幅 讨论 了 联系 这 一 问题 的 事实 。 这 
种 讨论 将 给 出 一 个 概念 ， 即 经 验 研究 是 怎样 用 以 帮助 发 现 事 
实 而 发 展 新 的 理论 的 。 现 在 我 们 试图 给 出 联系 这 个 问题 的 
方法 的 一 些 概念 ,特别 是 希 尔 伯 特 所 采 亲 的 。 很 遗憾, 哈 迪 和 
利 将 尔 伍德 的 富有 权威 的 方法 是 太 先进 而 复杂 了 ， 以 致 未 能 
纳入 ， 甚 于 我 们 将 坦 到 的 一 些 证 明 ， 也 部 分 地 超出 了 本 是 的 
讨论 范围 ， 但 说 出 所 用 方法 的 概念 还 是 可 能 的 。 

象 通 常 那样 ， 我 们 从 简单 的 情 癌 开 始 。 方 程 (e+(z 一 
5) = 一 也 是 代数 中 常见 的 。 候 如 忘记 了 ， 把 左边 采 起 来 就 
很 容易 验 明 。 这 个 方程 无 论 2 和 2 op 一 
个 永远 正确 的 方程 式 ， 我 们 把 它 叫 作 “ 恒 等 式 "。 更 复杂 一 点 
的 恒等式 是 

(a TO) dD) =(tact bod) + (ad—be)’, (1) 
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为 要 验 明 此 式 ， 我 们 记 起 公式 
{x y=x 2 wy ty 
用 它 把 右 迎 乘 出 来 ， 得 
(act + oabed thd) 于 《gt 一 2 abed + hc?) 
=ac2 ard | bet hd +t abcd—2 abed, 
来 尾 两 项 彼此 消去 了 ， 共 它 可 合并 ， 得 出 a?(c? 二 4d) 十 六 
(ct) ={a+ 如 (c+ 4 这 正 是 民 ) 式 左边 所 列 的 。 

这 全 恒等式 可 产生 一 些 有 趣 的 结果 ， 如 果 两 数 中 每 一 数 
都 是 两 个 平方 数 之 和 ， 则 其 乘积 也 是 两 个 平方 笋 之 和 。 例 如 
13 二 9 十 4， 叉 红 1 二 25 十 16， 二 者 都 是 这 种 形式 ， 则 ， 依 (1) 
我 们 有 
533 一 13.41 = (83+22) (6i+4) = (3:5-2.4)? + (3.4— 
2.5)? 二 23?+ 22， 我 们 得 到 533 可 以 表 作 两 个 平方 数 之 和 ,。 公 
式 (1) 可 按 同 法 用 于 任何 两 数 ， 而 它们 都 是 两 个 平方 数 之 和 
的 情况 。 

欧 拉 是 18 世纪 瑞士 的 大 数学 家 ， 发 现 了 下 列 恒等式 

ait altadtal) (p+ b+ b2) (2) 
一 【一 4] 百 | 十 好 gg 十 abst aba): ~ {Cab tabit aba— aaba)’ 
+ (aby— abyt mabi taba)? + (aba t cbs— ayba + aab1)”. 
如 果 两 过 都 乘 出 来 ， 再 应 用 热 知 的 公式 ， 
《1 寸 区 2 十 光 3 十 六 机 一 区 和 十 多 生 十 光 和 十 光 和 十 全 区 1 
十 2 xixyt+2 raoxst 2 KIX 十 2 Xaxt 2 Xaxeo 
这 全 人 恒等式 可 以 毫 无 困难 地 加 以 验 明 。 

公式 (32) 类 似 于 (1)， 宅 表明 ， 如 有 两 个 数 ,其 中 每 个 都 
是 四 个 平方 数 之 和 ， 则 其 苹 积 也 是 四 个 平方 数 之 和 。 拉 格 朗 
日 应 用 这 个 钥 等 式 对 费 马 定理 作 湛 了 一 个 很 出 色 的 证明。 这 
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个 定理 说 ， 每 个 下 整数 可 以 表示 成 最 多 是 四 个 平方 数 之 和 。 
首先 ， 可 作 这 样 一 个 注释 ， 即 仅仅 需要 证 明 每 个 灶 数 可 以 表 
未 成 四 个 平方 数 之 和 就 可 以 了 ， 因 为 这 就 自然 地 推 到 合成 数 
了 。 讨 论 素 数 时 ， 拉 格 朗 日 还 是 应 用 (2)。 目 前 ,我 们 且 先 接 
受 费 马 定 理 ， 把 它 当 作 已 经 成 立 ， 先 使 用 它 。 拉 格 妆 日 对 它 
的 证 明 将 在 本 篇 最 来 给 出 。 

柳 维 尔 利 用 这 个 定理 来 证 明 每 个 数 最 多 是 53 个 四 次 方 

数 之 和 。 他 还 用 了 人 恒等式， 
8 xi 十 zx 了 十 % 十 2 人) 
(x (ti rt (ra vet (Crit ra)! 十 
(xat ro) st (xat xa) tt (x rs) 二 (YI 一 3 (3) 
{xa— a) Cx xa) tt (42— a) tt Cg— wa) + 
缕 验 明 上 式 ， 首 先 应 用 二 项 式 定理 ， 展 开 

{xl 十 a) 一 x 十 村 xa 十 和 3 十 4 jw 十 江 妆 ， 

(x a) 
把 这 些 加 起 来 ， 得 (xi 二 x3) (x 一 x2)1 二 2 ft+2x4+12 . 
4 
对 于 (3) 式 中 第 二 行 每 个 揪 红 和 它 下 面 的 那 两 个 括 纸 相 加 求 
册 { 纪 的 右边 ， 有 展开 式 

B(x{+ gt x$| rd) + 12(xtx3 | x? 
+ rax3+ riri+ x3x2+ zx), 
现在 如 果 把 (3) 式 左边 也 项 出 来 ， 立 肇 可 芒 有 相间 的 值 。 

柳 维 尔 在 下 述 方法 中 使 用 了 这 个 恒等式 。 仿 = 为 任 一 正 
整数 ,证 明 =* 必然 最 多 是 53 个 四 次 汶 数 之 和 。 他 先 把 除 以 
6， 再 求 商 数 和 余数 ， =6 x+y( 如 果 是 29， 则 商 x 是 4， 
余数 是 5), 这 里 y 特 是 6,1,2,3,4,5 中 之 一 。 在 这 一 点 上 ， 


87 


柳 维 东 第 一 次 应用 了 费 马 定理 ， 他 应 用 这 个 定理 把 * 写作 四 
人 平方 数 之 和 和 ，z 一 好 十 包 十 所 十 和。 这 时 ， 原 数 可 以 写作 
n= wp 二 ta hiietid)+y 
=6 03+6 65+6 c+6 dT y。 

对 于 a bs cd, 柳 维 尔 现在 再 次 个 用 费 马 定理 ， 得 

a 二 a 二 + 避 十 23 二 a3 

一 时 十 三 二 本 + 到 

sc 二 c++ce+ec3， 

可 二 了 十 人 二 人， 
所以 n= 6(ce 十 id 十 G 十 GD 十， 十 

{df + ddtast ddl) ty 

现在 可 以 应 用 恒等式 (3)。 应 用 到 右边 第 一 项， 断定 此 项 可 
以 写作 12 个 四 次 方 数 之 和 。 同 样 对 于 其 它 类 似 项 也 是 这 样 ， 
因此 ，4"12=48 四 次 方 数 已 经 被 应 用 ,而 ? 仍 可 分 成 四 次 方 
数 。 因 为 ?是 0,1;2,3,4 或 5， 它 可 以 表 了 永 为 最 多 是 五 个 四 
次 方 数 之 和 ， 基 中 此 个 四 次 方 数 都 是 1。 这 样 给 出 全 部 48 十 
5 一 53 个 四 次 方 数 。 

拉 格 朗 日 定理 起 说 ， 每 个 正 整 数 N 可 以 号 作 四 个 平方 数 
之 和 ，N 二 腻 十 对 十 2 二 2。 为 证 朋 这 一 定理 ， 我 们 将 应 用 
本 篇 的 公式 (2)， 但 要 改变 其 字母 。 如 果 我 们 令 ga 一 *r aa 一 
Wa Ad3 二 #9 二 二 J 53 二 5) 至 二 和 我们 得 出 

{二 十 十 (9 十 地 十 5 十 和 
(wy yy 二 
+ Xays™— aya)t + CEL1ys— Kay + Faya™— Xay4) 
TF Cx1p4— AY Woy3— Ye)?o {2") 
证 明 可 以 分 成 车 干 步 ， 我 们 先 还 明 
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定 时 1， 记 时 4 利 呈 部 可 以 写成 四 个 平方 数 之 和 ， 则 乘 
积 43 也 大 这 样 。 这 可 以 人 2) 家 接 得 到 ， 因 为 如 果 了 = 好 十 
十 > 和 2 又 吉 一 十 29， 则 (2) 表 出 48 是 四 个 
鉴 数 的 平方 之 和 。 这 个 结果 将 使 我 们 集中 注意 于 素数 ， 因 为 
它 说 明 我 们 仅 需 关 虑 一个 数 欧 粘 数 因子 。 我 们 不 打算 立即 证 
明 对 于 染 数 的 会 部 结果 ， 但 将 开始 考虑 ， 

定理 2. 如 果 wp 是 大 于 2 的 一 个 素数 ， 则 可 能 求 出 一 个 
整数 mm 使 得 1 近 m<p， 而 使 mp 可 以 写成 四 个 平方 数 之 和 ， 
mp 二 x 十 x 十 x 十 Xx)。 如 果 不 坚 持 1 所 m 之 p， 这 是 很 容易 
证 明 的 。 因为 我 们 可 以 写成 0: p= 人 +0++ 避 十 全 或 p' p= 
疡 十 六 十 避 二 0 所 以 需要 1 所 m<p， 这 在 以 所 将 是 重要 
的 。 

试 证 明定 理 2， 首 先 注意 是 一 奇数 ， 男 它 是 素数 而 


又 大 于 3。 我们 写 出 pl,2，，(-2 上 上) ,每 个 除 以 


p， 而 议 保留 侠 数 。 这 样 ， 给 出 -六 二 个 余数 "， 每 个 在 0 


与 五 一 1 之 癌 。 设 p=11l, 我 们 特写 出 0,1,4,9,16,25, 每 个 
除 以 11， 得 出 余数 是 0,1;4,9,5,3。 在 各 种 情况 下 ， 全 部 
余数 将 是 互 异 的 。 如 果 其 中 两 个 相等 ， 我 们 将 有 两 个 在 0 和 


也 了 一 之 间 的 整数 ，x1 滨 xs， 其 平方 除 以 时 将 具有 同一 人 
煞 “。 就 是 说 *?=9ip 二 -又 4 一 ?2zp+r， 相 减 得 x7 一 x3 二 
[91 一 92)P 或 (x1 一 x2)(x1++ 2) 二 {91 一 92)p。 因为 p 是 素数 ， 


它 必 然 村 整除 xl 一 xz 或 xi+xz， 但 这 是 不 可 能 的 ， 困 #1 一 
xs 和 xi 了 +xwas 是 小 于 的 正 数 。 
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现在 我 们 到 余 数 =， 每 个 都 加 1， 再 由 > 减 去 这 些 数 。 
这 样 给 出 了 一 个 在 0 与 p 一 1 之 闻 的 数 s， 且 它们 是 互 异 


的 。 对 于 p=1l, 我 们 将 得 到 10,9;6,1,5,7, s 中 区 少 有 一 
个 数 等 于 前 组 7 中 的 一 个 数 ， 由 为 > 在 PP 个 数 0，I，3， 


p 一 1 中 仅 使 用 了 - 乙 二 个 ， 翻 下 的 仅 有 -2 个 数 ， 而 网 


时 有 -已 5 个 s。 对 于 p 一 11， 我 们 看 到 数 1,9,5 都 在 + 和 


5 之 中 。 
令 有 ==5 为 r 和 s i R 是 某 个 x? 除 以 2 所 剩 


的 余数 ， 共 中 04 所 上 一 。S 是 某 一 数 y 除 以 pz 后 的 


了 
余数 加 1， 再 从 中 减 去 , 其 中 0sys -2 一 工 这 就 是 吉 二 
81 万 十 严 ， 加 一 的 所 十 Pi $=p— {r+1), 把 以 三 三 式 相 加 ,得 


wy = g++ 1)p 二 有 R 一 1。 因 为 R 一 5， 我 们 可 以 写 
成 模 十 六 十 1 二 mp， 其 中 以 =qt++1。 还 有 的 04 所 
<y< 卫 3 ,我 人 有 0<m Ps (了) + 
(三 + -2 二 1 一 p+1 + 1= 它 22 十 3< 疡 天 zz) 因而 
0<m< Ps 二 遇 示 明了 证 到 2， 因 为 我 们 有 lm<p 和 mp 
二 x 十 yy 十 1 十 如 

如 果 p=11， 我 们 可 取 R=5$ 二 5， 求 出 x=4， 9 一 和 
十 可 十 2 十 02 二 3.41。 不 过 如 果 到 及 =5 = 二 1, 刚 求 得 x 二 1， 
2 三 3， 了 十 各 十 了 十 供 二 1.11。 在 这 种 情形 下， 可 把 p=11 
写作 四 个 平方 数 之 和 。 我 们 现在 所 用 的 方法 ， 不 是 益 能 络 出 
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”站 由 个 平方 数 之 用 的， 不 过 我 们 再 以 证 明 ， 

定理 3， 如 果 是 大 于 “的 一 个 素数 ， 又 假设 普 是 使 
MP 是 四 个 平方 数 之 和 的 最 小 的 正 整数 ， 则 m=1。 失 定理 2 
我 们 已 扼 训 <p。 这 个 最 小 的 x 慎 不 能 是 惕 数 ， 因 为 假设 是 
偶数 ， 则 x3+*i 十 和 十 x 二 mp， 焰 是 一 个 蛋 数 ， 所 有 的 
或 都 是 偶数 ， 或 二 个 二 奇 或 都 是 奇数 。 对 于 第 二 种 情形 ， 可 
假设 x1, x* 是 情 ， 而 *s, x4 是 奇 。 对 每 一 种 情形 (xi+ za)， 
《xl1 一 #2)，《23 十 xi)，《x3 一 # 机 就 都 是 个 数 


YI 二 (252) (生生 人 
2 ) + 3 jia ) + 

1 

(x++x + rl) = 


在 左边 全 部 数 都 是 平方 数 ， 因 而 是 整数 。 就 是 说 3-p 可 以 写 


作 四 个 平方 熬 之 和 ， 而 偶数 m 将 不 是 最 小 可 能 的 数 , 而 这 是 
我 们 所 假定 的 。 . 

更 在 知道 最 小 的 m 是 奇数 ， 又 m<p。 要 证 明 羔 =1。 
我 们 假设 所 >1， 然 后 证 明 ， 它 可 再 简化 。 因 m 是 奇数 ， 我 
们 可 假设 m 尖 3， 则 有 


(4) mp= xX? 二 x+ #3 十 x， 
用 mm 除 每 个 xx 得 人 条 数 ry;0 所 rz 之 m。, 如 果 0rr 人 ee 2 9 
m 二 1 


我 们 写作 ys 二 r#s 如果 


2 rx 一 1 ,加 写作 x 二 ry 一 
m。 在 两 种 情形 下 ， 我 们 存 *r 一 9r m 十 yx， 以 及 一 -一 
YF < 了 一 由 于 sg 一 xg 一 9am， 我 们 还 有 ， 引用 (4) 
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和 雪 二 9 二 全 一 二 二 二 二 坦 二 对 


外 
— 2m xq it Xage + Xega™— YH) 


(5) + mgit qdt q+ od) =mp—2 m( x + rag 


十 zs93 十 494) 十 m9 十 3 十 给 十 于) 一 mn 
其 中 是 一 整数 。 更 进一步 ， 我 们 有 m>0， 因 为 如 果 m=0， 
我 们 将 有 入 = 因 一 因 一 到 一 40。 这 意味 着 每 个 x 都 是 m 的 倍 
数 ， 即 每 个 x? 都 是 mw 的 倍数 。 从 (4 我 们 者 mp 将 是 m? 的 
倍数 ， 四 而 p 是 六 的 人 以 数 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 关 为 > 是 素 
数 ,， 而 且 1<m<p。 我 们 还 有 mm 一 谋士 垃 十 井 十 地 所 4 


() <m 因 而 "<m。 


把 { 人 和 (5) 乘 起 来 ， 求 出 
(6) minp=(xI+ x 十 十 w) (+ 她 十 十 和 二 (2) 
式 的 右边 。(27) 式 右 这 所 出 更 平方 数 的 第 一 个 数 是 
WVIT Kay t xayg tt xayy 
一 色 人 1 一 ?1 rm) + tal ra — gam) 
+ x xa— qum) 
=x?+ wt r+ wi—m( x + X292+ 93 + wa 
=mp—m(xg t+ raga + wsqy tt Lagqa) 
mz, 
此 处 z1 是 一 整数 。(27) 式 右 迪 第 二 个 数 是 
FIN 2 FaV4 X43 
=x1(xa— Fm) Kat ttm) rr am) 
—xi(xa— qam) 
=m(— 19 X91— X394 + x49s) 


mz 
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这 里 =: 世 是 一 个 整数 。 同 样 方法 , 可 以 求 出 第 三 项 和 第 四 项 
mzs 和 mz4。 把 这 些 放 入 (6) 内 ， 我 们 有 
minp=miz? mzi+ mizs + me 
用 用 一 Z 十 53 十 zi, 
因此 np 可 以 写作 四 个 平方 数 之 和 ， 而 且 我 们 早已 求 得 0< = 
mm。 这 证 明了 mm>1 不 是 最 小 可 能 数值 ， 如 象 我 们 曾 经 假 
设 的 那样 。 所 剩 下 的 只 有 m=1， 而 定理 3 得 到 证 明 。 

对 于 Pp 二 11 时，#1 二 4， 和 2 守 #4，x3 二 1 wa 二 0，m 二 9， 
我 们 有 34=1， 5% 二 1，ys 二 1 二 08 1 十 1:4+1:1+0.0 
一 和 zly 71=3, 4 一 4 十 1.0 一 0.1 一 3 2 £2=0; 4:1— 
1:1+0:1—~1:0=3 2 za=1} 40 一 0 十 4 一 1 二 8 对 
4 一 1， 最 后 3 十 0 十 12 十 12 一 1.11)7 一 1。 

定理 4， 如 果 P 是 一 素数 , 它 可 以 写作 四 个 平方 数 之 和 。 
这 几乎 只 是 把 定理 3 重 述 一 遍 。 如 果 二 2， 我 们 有 2 二 1 十 
二 0 二 如， 定理 是 对 的 。 如 pP>>2， 则 由 定理 3， 此 定理 也 
是 对 的 。 . 

最 后 ， 我 们 要 谈 拉 格 朗 日 的 定理 ， 

定理 5. 每 个 正 整数 n 产 0 可 以 写 必 四 个 平方 数 之 和 。 
这 对 于 x= 和 =1 是 正确 的 ,因为 我 们 有 0=0:+ 们 十 全 十 
全 ， 双 1 一 1 十 全 十 各 十 生 。 如 果 半 是 一 素数 ， 由 由 定理 3， 
知 此 定理 也 是 亚 确 的 。 剩 下 的 只 是 对 于 合成 数 。 如 果 了 是 一 
合成 数 ， 我 们 可 以 分 解 成 素 因子 的 乘积 ， = Pipaps… pi， 
其 中 Pb pa ps，……P: 是 素数 ， 且 不 必 是 互 异 的 。 现 在 由 定理 
4，Pl 和 ps 可 以 写作 四 个 乎 廊 数 之 和 ， 则 由 定理 1，pips 也 
可 写作 四 个 平方 数 之 和 。 再 由 定理 4，ps 可 以 写作 由 个 平方 
数 之 和 ， 再 用 定理 1， 其 乘积 pip2ps 也 可 以 写作 四 个 平方 数 
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之 和 。 继 续 这 畔 下 去 ， 藤 终 我们 上 发现 ， 任 一 正 整 数 ”都 可 以 
写作 下 个 平方 演 之 和 。 


10， 基 于 闭 目 交 遇 线 


1. 本 篇 讨论 的 是 一 种 特殊 类 型 的 曲线 。 虽然 这 种 曲线 
可 以 很 复杂 ， 然 而 都 必须 满足 一 定 的 条 件 。 第 一 ， 它 们 按照 
确定 的 路 线 是 走 得 道 的 。 即 从 基点 开始 ,铅笔 一 直 不 离开 纸 ， 
可 以 一 笔 殷 整 个 曲线 画 完 。 第 二 ， 它 们 必须 是 封 闲 的 。 即 当 
茶 信 男 曲 线 时 ， 季 应 能 够 从 已 知 点 开始 ， 走 饥 整 个 曲线 ， 然 
后 回 到 原来 的 起 始点 ， 并 正好 把 曲线 画 出 来 。 最 后 ， 曲 线 本 
身 可 以 相交 任意 多 次 ， 但 曲线 通过 每 一 个 交点 只 有 二 次 。 例 
如 图 26 和 图 27 所 未 时 线 就 能 满足 这 些 条 件 ， 而 狗 28 就 不 
能 。 图 26 和 图 27 中 所 表示 的 那 种 类 型 的 交 虚 是 允许 的 ， 电 


作 二 重点 。 图 28 扬 示 的 那 种 类 型 的 误 点 是 不 许可 的 ， 岂 作 

三 重点 。 当 整个 曲线 走 完 一 中 时 ， 显 然 每 个 二 重点 都 要 经 

过 二 次 。 如 果 我 们 用 数字 来 标明 适 个 二 重点 时 ， 那 么 就 可 以 

开 一 系列 数字 来 表示 所 经 过 的 二 重点 的 次 序 。 酌 如 ， 图 25 
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有 1221 这 样 的 次 序 ， 而 图 22 有 1283123。 因 为 每 个 二 重点 
都 要 经 过 二 次 ， 每 一 个 数字 在 数 到 中 必 出 现 二 次 ,高 斯 指出 ， 
认为 千 个 数字 都 出 现 一 次 前 任何 一 个 数列 都 可 以 玫 示 某 曲线 
土 二 重点 的 想法 是 不 正确 的 。 在 有 二 个 二 重点 的 情形 时 ， 我 
已 经 过 到 了 1221 这 样 的 次 序 ， 但 是 ， 次 序 为 1212 的 盟 线 
是 没有 的 。 对 于 这 种 十 分 简单 的 情形 ， 可 以 通过 试验 和 尘 比 
加 以 验证 。 
这 一 节 的 主要 结果 将 是 这 样 一 个 定 填 ， 即 在 (表示 二 重 
点 的 次 序 的 ) 一 个 数列 中 ， 每 个 二 重点 在 偶数 位 汕 现 一 次 ， 
在 奇数 位 也 出 现 一 次 。 这 个 说 法 襄 以 赂 加 改变 ， 妇 我 们 断定 
在 每 个 二 重点 出 更 的 一 次 之 间 ， 或 是 相 踊 眉 数 位 ， 或 是 相 瑟 
芭 挨 着 的 。 负 这 个 定理 可 以 马上 看 钥 ，12312 是 不 可 能 的 , 因 
为 二 个 1 之 间 相 隔 只 是 一 位 。 
2, 为 了 评 明 这 个 定理 ,我 们 考虑 曲线 4 (图 29) 土 的 性 
意 一 个 二 重点 @。 如 果 我 们 由 @ 开始 ， 并 且 吴 着 曲线 4 走 ， 
我 们 将 最 终 问 到 @。 当 第 一 次 回 到 Q 时 ， 我 们 已 经 走 过 了 
整个 临 线 了 的 一 部 分 B。 固 为 星 线 由 @ 发 出 放射 状 的 四 条 
线段 ， 而 我 们 走 过 的 只 是 二 段 ， 其 中 有 离开 8 的 一 段 和 回 
到 角 的 一 段 ， 所 以 这 部 分 只 能 是 曲线 的 一 部 分 。 如 轨 我 们 继 
续 通过 Q 设 曲 线 4 直 十 类 ， 我 们 就 将 走 完 4 的 剩余 的 部 分 
C。3 和 都 是 闭 站 线 ， 每 笨 上 曲线 在 Q 都 有 一 个 尖 朋 。 虽 然 
是 4 的 一 个 二 重点 ， 但 不 是 8B 线 CC 的 二 重点 {每 条 曲线 在 
比 都 不 相交 )， 并 且 8 和 在 此 处 连接 而 不 相交 。 我 们 必须 
证 明 ， 铬 中 由 名 回 到 @@ 时 ， 经 过 二 重点 的 次 数 必 为 个 数 c。 
注意 ， 在 B 上 的 的 二 重点 ,或 是 8 自身 相交 的 点 (8 的 二 
重点 )， 或 是 8 和 CC 起 交 的 点 。 
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当 裕 吾 行 走时 ， 通 过 马 的 每 个 二 重点 必 有 二 次 。 因 而 所 
有 这 些 二 重点 台 在 一 起 ， 我 们 得 出 了 偶数 的 记 数 次 数 。 在 呈 
和 已 的 交点 处 ， 是 二 个 线段 相 亮 。 共 中 一 段 是 召 的 一 部 分 ， 
另 一 段 是 C 的 一 部 分 。 在 说 8B 行 走时 ， 没 有 过 到 属于 C 的 那 
部 分 ， 那 么 经 过 8B 和 C 的 交 虑 只 有 一 次 。 现 在 我 们 只 需要 证 
明 妊 和 CC 的 交点 只 能 是 偶数 个 。 

3。 我们 可 以 采取 使 了 和 C 断 开 的 办 法 (图 30)， 同时 要 
司令 近 @ 点 的 曲线 稍微 变形 而 不 改变 BB 和 在 其 它 点 的 相交 
性 。 现 在 二 条 曲线 可 以 在 许多 点 徙 此 相交 ， 但 除了 交点 外 ， 
二 条 曲线 再 没有 瑟 相 连 按 的 地 方 了 。 

现在 ， 我 们 变 证 明 二 条 这 样 的 曲线 或 者 不 相交 ， 或 者 有 
偶数 个 点 相交 。 为 了 证 明 这 点 ;我 们 将 把 两 个 申 线 中 的 一 个 ， 
假设 为 C， 逐 步 变形 ， 在 每 一 步 ， 我 们 都 将 使 已 去 掉 一 个 二 
重点 ， 困 而 全 之 适当 的 简化 。 如 同 在 只 点 一 样 ， 我 们 总 可 以 
在 不 殴 坏 B 和 C 的 相交 性 的 情况 下 ， 把 曲线 稍微 变形 。 

设 P 是 C 的 二 重点 。 如 同 < 在 已 点 分 解 为 8 和 忆 那 样 ， 
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阳线 C 在 卫 点 也 可 分 解 为 二 条 闭 曲线 忆 和 下。 崩 线 妃 和 瑟 在 
卫 点 答 此 连 挡 。 邵 果 我 们 在 C 上 标 出 一 定 的 为 向 作为 涪 C 行 
走 的 方向 ， 那 么 乙 和 马 就 自动 地 给 出 了 方向 (图 31 4) ,现在 ， 


A , 人 


图 31a 图 318 图 316 


由 也 开始 ,我们 按 标 出 的 方向 没 喇 行走， 景 后 回 到 卫 。 然 后 
与 所 标的 方向 相反 ,被 志 行走 回 和 到 了。 由 于 利用 玉 的 及 方向 ， 
使 我 们 去 掉 了 在 号 处 的 交点 。 我 们 有 了 一 个 确定 的 路 径 来 溢 
C 行 去 ， 即 需要 经 过 了 二 次 ， 并 有 二 条 在 为 尖 角 的 路 答 ， 
但 这 二 条 路 径 在 此 不 相交 。 在 卫 彼 此 连接 的 二 条 路 径 ， 我 们 
可 以 把 它们 稍 铂 分开， 并且 把 尖 角 措 贺 。 然 后 我 们 用 在 处 
役 有 二 重点 的 曲线 代 奉 忆 ( 图 31 5)。 现 在 的 曲线 就 比 愿 来 的 
曲线 C 少 了 一 个 二 重 尽 。 当 使 曲线 变形 接近 PP 时 ， 我 们 必须 
做 得 很 仔细 ， 使 的 其 它 二 重点 以 及 BB 和 C 的 扯 交 性 不 受 破 
坏 。 

对 于 每 个 二 重点 ， 我 们 可 以 重复 上 述 全 部 程序 ， 最 后 就 
变 成 没有 二 重点 的 曲线 C” (图 31 c), 二 条 曲线 和 C* 是 几 
平 相同 和 的。 它们 的 差别 只 表现 在 CC 的 二 重点 附近 。 对 于 我 们 
来 涪 ， 重 要 的 是 这 二 条 曲线 与 有 相同 的 交点 。 

4. 一 条 没有 二 重点 的 六 曲线 所 包 力 的 区 域 ， 我 们 但 作 
租 线 的 “内 部 ?。 这 个 事实 看 起 来 是 贤 为 明显 的 ， 我 们 在 直观 
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的 基础 上 将 承认 它 。 平 面 上 的 姥 不 在 直线 下， 又 厅 是 曙 线 内 
部 的 那 部 分 ， 叫 作 * 外 部 ?， 并 且 由 曲线 本 身 把 它 与 内 部 分 隔 
下。 如 果 这 样 的 曙 线 与 另外 的 曲线 在 某 些 点 相交 ， 那 么 这 第 
二 条 有 犁 线 必然 经 过 这 些 点 ， 并 且 是 由 内 部 到 外 部 ， 或 相反 是 
由 外 部 到 内 部 的 。 

我 们 现在 可 以 证 明 ， 曲 线 2 和 或 者 没有 交点 ， 或 者 相 
交点 是 偶数 个 。 我 们 可 以 用 没有 二 重点 的 C" 来 代替 C 而 不 
改变 相交 人 性。 可 能 碰巧 8 完 人 在 C" 的 内 部 ， 在 此 情况 下 它 
们 不 相交 。 如 果 卫 完全 在 5” 的 外 部 ， 它 们 仍然 不 相交 。 最 
后 ，5 可 能 一 部 分 在 C* 的 外 部 ， 一 部 分 在 C* 的 内 部 。 在 
这 种 情况 下 ， 令 工 是 在 C" 外 的 8 上 的 尾 一 点 。 如 果 我 们 由 
TT 开始 并 沿 行走 ， 必 然 会 首次 进入 C” 内 部 。 这 就 是 8 和 
C" 的 一 个 交点 。 因 为 是 封闭 的 ， 我 们 必然 会 最 的 回 到 0” 
外 部 的 工 ， 即 我 们 必然 由 内 部 到 外 部 使 到 一 交 相 交 。 可 能 8 
进入 内 部 有 好 几 次 ,得 83 每 进入 内 部 一 次 ，。 必 随 着 3 要 离开 
内 部 一 次 ， 因 为 引 最 后 是 要 回 到 外 部 的 起 点 了 的 。 因 此 ， 在 
所 有 情况 下 ，C* 和 五 (并 且 因 此 C 各 B) 或 者 相交 为 侦 数 
次 ， 或 者 完全 不 相交 。 正 如 第 二 节 末 尾 所 指出 的 ， 这 对 于 定 
理 的 完整 证 明 已 经 足够 了 ， 

5。 这 个 定理 的 关于 4 的 每 个 二 重点 在 俩 数位 出 现 一 次， 
且 在 奇数 位 出 现 一 次 的 结论 ， 可 以 用 男 一 种 不 局 的 方式 解 
夺 。 我 们 设想 4 是 空间 作出 的 一 条 曲线 的 投影 ， 用 4 的 二 重 
点 表示 空间 邮 线 的 一 部 分 经 过 另 一 部 分 的 地 方 的 投影 。 如 果 
曲线 是 一 条 道路 ， 那 么 二 重点 就 表示 立体 交叉 路 口 。 我 们 希 
望 这 样 安排 路 答 ， 即 当 沿 它 行走 道 过 每 个 交叉 口 时 ， 是 交错 
的 一 次 由 上 面 过 ， 另 一 次 由 下 面 过 。 问 题 是 ,这 种 博 况 总 
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是 存在 的 吗 ? 好 果 我 们 由 某 个 特定 的 交叉 路 口 的 上 道 开 始 ， 
并 且 沿 曲线 奔驰 ， 到 第 一 个 交 及 路 日 由 下 道 过 ， 色 第 二 个 奖 
及 中 由 上 道 过 ， 如 此 继续 下 去 。 到 一 定时 候 ， 我 们 将 加 到 已 
经 经 过 的 交叉 路 丫 (4 的 二 重点 )。 原 来 假设 是 在 交 义 路 口 
的 上 道 通过 的 ， 那 么 因为 上 下 道 交 错 变 换 ， 再 次 由 上 上 道 通过 
这 个 交叉 路 口 的 情形 会 发 生 蚂 ? 不 会 ， 因 为 按照 定理 ， 正 好 
说 明 这 种 情形 是 不 可 能 出 现 的 。 根 据 定理 ， 我 们 在 加 到 原来 
的 变 叉 路 日 以 前 ， 必 须 偶数 次 通过 的 二 重点 或 交叉 路 口 。 
因为 开始 时 是 从 .上 道 通过 最 初 的 交叉 路 口 ， 然 后 我 们 需要 从 
下 道 通过 第 一 个 交叉 路 扫 , 从 上 道 经 过 第 二 个 交叉 路 月 ,…… 
从 上 道 经 过 最 后 一 个 交 义 路 口 (由 于 是 偶数 次 )。 因 此 , 当 回 
到 原来 的 交叉 路 如 时 ， 将 是 由 下 道 经 过 ， 证 这 正好 是 我 们 所 
希望 玖 安排 。 二 重点 的 新 解释 一 一 空间 册 线 的 交叉 点 ， 使 我 
们 得 到 这 样 的 结果 ， 如 果 我 们 从 上 面 通过 Q 点 ， 那 么 第 二 次 
一 定 是 从 下 面 遂 过 已 。 

图 32 和 33 所 示 的 空间 临 线 在 平面 上 的 投影 ， 就 是 图 26 
和 图 27 所 给 的 曲线 。 每 一 个 二 重点 可 以 看 成 是 堂 间 基 线 的 
交叉 点 。 这 些 空间 晶 线 是 打 “ 结 "的 。 沿 曲线 的 投影 行进 时 ， 
会 上 下 交错 变换 的 那 种 结 ， 叫 作 " 交 错 结 ”"。 严 阁 地 说 ,图 32 
中 的 结 不 是 真正 的 结 ， 轴 为 对 于 这 个 具有 二 个 小 圈 的 曲线 ， 
可 以 把 小 圈 扭 放 开 为 流 有 结 的 回 。 而 图 33 表示 真正 的 结 , 因 
为 不 割断 它 就 不 可 能 变 为 圆 ， 

由 图 34 君 员 ,至 少 在 没有 按 某 种 方式 变形 请， 并 不 是 所 
有 的 结 都 是 交错 结 。 存 在 闭 非 交错 绪 的 这 个 事实 ， 也 许 最 清 
楚 地 表明 ， 我 们 的 定理 (不 论 是 二 种 形式 的 哪 一 种 并 不 是 
无 足 轻 重 的 。 


的 


图 33 园 33 图 3 


[ 注 ] 虽然 在 材料 上 本 篇 和 第 二 篇 有 很 多 联系 ， 但 记 用 的 窒 大 在 本 质 上 是 不 
向 的 ， 堪 者 应 很 好 地 认识 到 二 息 的 相互 痢 立 任 。 在 第 二 篇 给 出 的 是 曲线 网 ， 并 
且 讨 论 了 它 的 行走 路 径 。 这 里 络 出 的 攻 一 个 "闭路 "， 不 存在 它 如 癌 行走 的 问题 。 
车 用 第 二 智 的 语言， 那么 现在 的 曲 厂 只 有 四 阶 过 和 结 点 ， 供 现在 虽 二 重点 ， 逆 后 ， 
在 二 恒 点 ， 不 能 随 恒 结合 砷 线 的 各 个 部 分 1 会 台 于 二 重点 的 四 个 部 分 ， 因为 曲 
线 在 这 里 率 身 是 相 变 的 ， 所 以 只 能 把 对 着 的 二 部 分 结合 起 来 ， 使 成 为 二 对 。 

[ 注 2] 是 次 数 ， 而 不 是 二 重点 的 点 数 ， 在 图 38 里 的 次 序 1321 中 ， 在 工 和 
1 之 间 ， 共 有 单独 的 点 32， 但 我 们 二 次 通过 了 它 。 


革 1， 数 的 素 因 子 分 解 
是 唯一 的 吗 ? 


1. 我 们 从 一 个 可 蕊 分 解 因子 ， 并 且 一 址 可 以 分 解 到 最 
后 只 是 索 因 子 的 已 知 数 着手， 例如 60 可 分 解 为 6'10，6 又 
是 2.3， 且 10 是 2.5， 最 后 是 

60=2'3*2.6, 

并且 这 四 个 因子 都 是 素数 。 

还 用 这 个 例子 ， 我 们 首先 把 60 分 解 为 

60 一 全 15，4 一 2.2，15 一 3.5， 

由 此 我 们 有 
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60 一 2.2.3.5。 
在 两 个 分 解 式 中 出 现 的 因子 是 相同 的 尝 数 ， 并 且 每 仿 素 数 的 
次 数 也 是 相同 的 。 

如 果 搂 照 大 小 次 序号 出 哑 数 ， 那 么 两 个 分 解 式 都 是 

60=22.8.8. 

这 里 ， 二 种 分 解 式 景 后 有 相同 的 结果 好 象 是 明显 的 ， 因 
为 我 们 经 常 遇 到 的 就 是 这 种 情形 。 在 算术 中 我 们 已 经 知道 ， 
如 果 一 个 数 可 以 一 直 分 解 下 去 ,直至 最 后 都 成 为 素 散 因子 , 那 
么 不 管 怎样 分 解 它 ， 我 们 总 是 得 到 相同 的 因子 。 

这 个 命题 是 正确 的 ， 但 它 真 是 能 明显 成 立 的 吗 ? 且 来 
考 呀 一 个 较 大 的 数 吧 。 分 解 30031 要 作 太 量 的 运算 。 经 多 次 
试验 后 ， 发 现 它 可 分 解 为 59.509, 并 且 这 些 因 子 是 素数 。 现 
在 ,根据 什么 ， 我 们 可 以 谈 不 含糊 地 说 ， 不 论 再 怎样 试验 也 
不 能 得 到 另 一 个 完全 不 同 的 分 解 呢 ? 

这 个 问题 的 提出 就 是 违反 我 们 的 直觉 概念 的 ， 我 们 的 直 
觉 认为 ， 已 知 数 必定 有 完 爹 确 定 的 素 因 子 。 后面 第 2，3 池 
的 目的 就 是 要 说 明 这 些 直觉 概念 不 是 真正 的 依据 ， 因 而 说 明 
这 确实 是 一 个 问题 。 本 篇 其 余部 分 将 证 明教 的 素 因 子 分 解 是 
叭 一 的 。 

2. 为 了 摆脱 我 们 所 习惯 的 想法 ,将 介绍 一 种 不 为 大 家 所 
熟悉 的 数 的 系统 。 这 是 一 些 形 如 a + 5 V6 的 数 ， 车 中 a 
和 5 是 普通 的 整数 。 和 例如 12+5Y 6，Y 6 一 2 和 3Y6 是 
这 样 的 数 , 而 2+3YT6 则 不 是 。 普 通 整 数 不 排 除 在 外 ， 事 实 
上 它们 只 是 ==0。 它们 形成 我 们 这 个 数 系 中 的 一 部 分 ， 因 
此 ， 这 个 新 的 数 系 是 普通 整数 集 的 一 个 扩充 ，。 

新 数 之 间 所 实施 的 运算 ， 可 以 很 自然 地 得 到 。 这 个 过 程 
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是 代数 中 所 熟知 的 。 两 个 这 样 的 数 的 加 、 减 ， 通 过 举例 
(3T¥Y 6)+(5+ V6)=8+2y 6 
就 可 以 明白 。 按 照 代 数 的 通常 法 则 进行 的 下 列 乘 法 ， 特 会 者 

明 任 意 二 个 数 如 何 相 乘 ， 
(3+¥ 6)(3 一 Y 6) 一 9 一 6=-3， 
(VE +2)(Y SS 一 2 一 6 一 4 一 2， 
(3+TY6)Y6 一 2) 一 3 6+6—2V 6 VE, 
(3 一 MY 6) E+2)=Y6, 
(3+ 6)f2+T6) 一 12fT5176， 
(3 一 637 一 人 一 一 13 十 5， 
至 于 除法 就 不 需要 再 讲 什 么 了 。 和 在 普通 整数 中 一 样 ， 有 时 
一 个 数 能 整除 一 个 数 ， 有 时 则 不 能 。 
在 我 们 的 数 系 中 ，6 也 可 以 分 解 为 YV6 Y 6 ， 同 时 6 机 
可 搂 普 遂 方 法 分 解 ， 
6 一 2.3 一 1 6. 6。 (1) 
这 里 ， 责 面 上 6 可 以 用 二 种 不 同 的 方法 分 解 。 这 就 使 我 们 想 
到 30031 是 否 有 不 同 于 59. 509 的 夫子 分 解 的 和 问题。 表面 上 ， 
(1)》 提出 的 是 类似 的 问题 。 
然而 ， 这 种 情 还 可 以 用 一 个 很 自然 的 方法 贡 以 泪 请 。 数 
2 和 3 是 普通 素数 。 在 普通 数 系 中 它们 不 能 再 分 解 ， 但 在 这 
个 新 数 系 中 却 是 可 以 分 解 的 。 事 实 上 ， 由 上 述 的 四 个 线装 例 
子 中 ， 和 发 们 有 
2=(V 6+ 6—2), 3=(3+ YH)(3~V 6). 
因此 ， 分 解 式 6=2.3 还 可 继续 分 解 ， 我 们 有 
6=(V +2)(Y 6 —2)((3+Y 6)(3—Y6). (2) 
因此 ，(1》 中 的 三 个 不 同和 的 因子 分 和 解 ， 就 是 (2) 中 因子 的 不 
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同 药 配 对 结合 。 其 中 钞 一 个 就 是 县 前 而 二 个 因子 的 绪 合 以 下 
节 后 二 个 国 子 的 结合 。 第 二 个 分 解 式 是 第 一 个 和 第 四 个 因子 
的 结合 以 及 第 二 个 和 第 三 个 因子 的 结合 。 显 然 还 可 能 有 其 它 
另外 的 结合 。 倒 如， 如 果 我 们 结合 第 1 个 和 第 3 个 因子 ， 以 
及 第 2 个 和 第 4 个 因子 ， 则 有 

6=(12+5Y 5)(—12+5y 8), 
并 及 这 个 分 解 可 以 和 通过 直接 相 莱 进行 验证 。 

这 种 情形 和 我 们 所 熟知 的 情形 并 无 不 同 。 在 淤 清 的 过 程 
中 ， 我 们 并 不 一 定 要 知道 (2) 中 的 因子 是 素数 。 所 调 素数 ， 
我 们 现在 显然 是 指 在 我 们 的 数 系 中 趟 能 从 分 解 的 数 , 实 际 上 ， 
证 明 这 四 个 因子 是 娄 数 并 不 困难 ，。 

3， 现在 我 们 转向 另 一 个 数 系 。 这 个 数 系 是 形 如 4 十 
&VY 一 6 这 种 数 的 光合 , 其 中 a 和 上 5 仍 是 普通 的 整数 ， 在 这 种 
情形 下 ， 我 们 仍然 录 象 (1) 那样 的 式 子 ， 但 这 时 已 不 可 能 再 
用 如 (2) 所 作 的 那样 来 解释 它 。 在 这 个 数 系 中 ， 数 的 送 算 如 
同 在 数 系 a+5¥Y 6 中 一 禅 容易。 利用 的 代数 车 则 和 以 前 一 
样 。 对 应 (1)， 我 们 现在 有 

6 一 2.3 一 一 了 一 6 一 6， (3) 
类 比 于 另 一 种 情形 ， 我 们 试 分 解 2、3 以 及 TY 一 56。 然而 ， 此 
时 它们 全 是 这 全 数 系 中 的 素数 ， 我 们 不 能 再 分 解 它们 了 。 
在 以 后 的 讨论 中 ， 引 进 数 的 “正则 ”的 冉 念 是 很 方便 的 。 
数 a +6y 一 6 的 正则 是 这 个 数 和 < 一 2Y 一 6 的 乘积 ， 
Nlatéy—6)=(a+by 6amby —6)=at+6 b. 
换 和 话说 ， 在 我 们 的 了 系统 中 ， 一 个 数 的 正则 是 这 个 数 和 用 
一 一 6 代替 y 一 6 所 得 到 的 数 的 冬 积 。 一 个 数 的 正则 总 是 
一 个 正 的 昔 道 前 整数 。 还 有 ,二 个 数 的 乘积 的 正则 ,等 于 它们 
?3 


的 正则 的 冬 积 。 按 昭 定 六 ， 我 们 有 

Nlathy 6) (etady—6=[(atby (et 

dy —H) es 6) (cdy 6)), 
而 这 四 个 困 子 可 重新 排列 次 庆 ， 给 出 
(atby 一 6)(e 一 5 一 6) (crady 6) (ody —6). 
比较 这 些 项 ， 按 照 定 闵 ， 正 好 是 
Nlatby 一 6) Nterdr 6), 
如 果 2 在 我 们 的 数 系 中 可 以 分 解 为 二 个 因子 ， 应 当 有 
2={4atby 6) (ce 二 ce 一 6)， 
并 且 
N=N(atby 6) re+dT 一 6)， 
得 2 的 正则 是 六 (2) 一 (2+0Y 一 6(23 一 0 一 的 一 2.2 一 4 所 
以 应 有 
4 一 (aa 十 6 82)fc2 十 6d2]， 

妈 4 应 分 解 为 二 个 普通 整数 的 乘积 ,其 中 每 个 数 都 形 如 x? 十 
6 y。 利 用 普通 整数 把 4 分 解 的 方式 只 有 二 种 。 或 者 二 个 因 
子 都 是 2， 或 者 1 个 因子 是 #4， 另 一 个 是 1。 在 这 里 , 二 种 情 
形 都 无 济 于 事 ， 这 是 因为 2 不 能 表示 为 x**+6y?， 并 且 1 只 
能 在 * 王 1，?% 一 0 了 时 才 具 有 这 种 形式 。 因 此 ， 在 这 个 数 系 中 ， 
2 要 分 解 为 二 个 国 子 ， 就 必须 有 一 个 困 子 是 1+0V 一 6=1。 
我 们 不 能 认为 此 数 系 中 的 这 个 分 解 比 普通 数 系 中 的 分 解 5 一 
1.5 多 了 和 什么 内 容 。 因 此 2 是 我 们 这 个 数 系 中 的 素数 。 

按照 完全 相同 的 方法 ， 可 以 认为 3 和 T“ 一 6 也 是 这 个 数 
系 中 的 素数 。 代 赴 正 则 4， 是 正则 9 和 86， 它们 也 应 分 解 为 
形 如 大 + 后 的 因子 。 

我 们 现在 已 经 证 明了 ,3 是 在 这 个 数 系 中 的 数 6 的 二 个 
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不 同 的 素 因 子 分 解 。 由 于 在 这 个 数 系 中 数 的 二 个 不 同 的 因子 
分 和 解 已 经 出 现 ， 因 而 在 普通 数 系 中 数 的 素 因 子 分 解 是 唯一 的 
就 不 是 明显 的 了 。 如 果 有 某 种 在 普通 数 系 中 数 前 因子 分 解 是 
肉 一 的 明显 成 立 的 理由 ， 那 么 按照 同样 的 理由 ， 也 可 以 断定 
在 任何 数 系 中 也 是 明显 成 立 的 。 但 我 们 现在 已 经 找到 了 于 一 个 
数 系 ， 在 这 个 数 系 中 ， 因 子 分 解 的 唯一 性 不 是 明显 的 ， 甚 至 
还 是 不 正确 的 。 我 们 将 看 到 ， 在 普通 数 系 中 因子 分 解 是 唯一 
的 ， 并 且 这 是 这 个 数 系 的 特殊 性 质 。 在 以 后 的 证 明 中 ， 我 们 
将 利用 这 个 特性 。 

慎 得 注意 的 是 ， 希 腊 数 学 家 已 认识 到 这 个 问题 ， 并 且 泪 
到 对 于 明和 辑 的 完整 性 来 说 ， 必 须 加 以 证 明 ， 而 又 必须 不 用 我 
们 那 种 例子 来 证 请 前 面 提 到 的 表面 情形 。 素 因子 分 解 的 唯一 
性 定理 ， 欧 几 里 德 已 经 证 明了 ， 但 类 述 有 些 不 同 ， 没 有 应 用 
近代 理 伦 。 我 们 将 作 的 证 明 不 同 于 欧 几 里 德 的 证 落 ， 而 且 并 
不 只 是 定理 形式 上 的 差别 。 1 

4. 30 是 3 的 代数 。 它 也 是 5 的 倍数 。 这 个 事实 可 以 用 
30 是 3 和 5 的 “ 公 倍 数 " 的 说 法 表 东 一般 说 , 二 个 琢 的 公信 
数 同 时 是 每 个 数 的 倍数 ， 不 管 这 二 个 数 是 什么 数 ， 它 们 必定 
至 少 有 一 个 公 倍 数 ， 因 为 如 果 数 是 a 和 5 ， 它们 的 飞 积 a8 
必 是 公 倍 数 。 对 于 3 和 5， 乘 积 3.5=15 和 30 一 样 , 是 它们 
的 公 倍 数 。 数 30 是 公 倍 数 是 因为 它 是 乘积 15 的 二 供 。 同 样 
的 理由 ， 显 然 a 的 每 一 个 代数 都 是 <a 和 的 公 借 数 。 因 此 ， 
二 个 数 总 有 无 限 多 个 公 借 数 。 

乘积 xz 和 它 所 有 的 倍数 合 在 一 起 ,不 一 定 苔 出 了 a 和 二 
的 全 部 公信 数 。 例 如 ，10:15 的 倍数 是 150，300，450，，……， 
而 0 和 15 的 公 倍 数 是 30，60，90，120，150，180，,，' 。 
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显然 ，30 是 了 0 和 15 的 会 材 数 中 最 小 的 一 个 。 任 意 二 个 教 a 
各 总 有 一 个 最 小 公 倍数 ， 这 只 需要 试验 由 1 到 46 间 的 公 
税 数 的 数 。 任 意 二 个 数 <， 至 少 有 一 个 公 倍 数 ， 固 为 必 本 
身 就 是 一 个 。 所 有 公 伴 歼 中 至 少 有 一 最 小 的 ， 它 就 叶 作 最 小 
全 倍数。 我 们 首先 证 明 : 

引 旦 1， 二 个 数 的 斜 -全 倍数 居 宫 各 的 基 小 公信 数 的 信 
数 。 对 于 «二 10，5 二 15，、 这 个 引 更 说 明 30 的 倍数 ， 即 30， 
80，90,.…-， 是 10 积 15 的 疡 有 公 倍 数 。 对 于 这 种 情形 以 及 
共 它 任 一 特殊 情形 ， 引 理 都 是 很 容易 验证 的 。 然 而 ， 我 们 必 
须 证 明 ， 命 是 对 于 一 般 情形 都 是 正确 的 。 

这 个 证 明 有 爆 于 这 样 一 个 事实 ， 尖 4 和 的 二 个 公信 和 数 
之 差 仍 是 a 和 8 的 公信 和 数 。 <a 的 2 个 倍数 的 差 仍 是 “ 的 倍数 ， 
这 在 第 -篇 中 已 经 讨论 和 利用 过 。 对 于 5, 这 同样 是 正 多 的 。 
六 了 此， 如 果 二 个 杉 问 时 都 是 = 各 的 公 人 倍数， 那么 它们 的 差 
可 以 被 = 或 理 除 ， 因 而 下 e 和 的 公 倍 数 。 

设 阅 是 2 和 的 最 小 公 售 数 ， 并 且 念 交 是 尾 一 公 伴 数 。 
那么 ， 根 据 我 们 刚才 着 到 的 ，N 一 m 也 是 z 和 五 的 公 倍 数 。 
如 时 我 们 再 减 mwm， 那 么 疏 一 2 m 仍 是 a 和 5 的 公信 和 数 。 不 断 
的 减 去 m， 可 见 

N—m, N~2m, N33 ms 
都 是 和 的 公 倍 数 。 因 为 m 是 所 有 公 倍 数 中 最 小 的 一 个 ， 
第 一 数 入 一 m 一 定 不 是 负 的 。 这 对 于 以 后 的 各 数 同样 应 
当 是 对 的， 但 最 终 这 些 数 中 必 将 成 为 负 的 。 假 设 N 一 xm 是 
正 数 中 的 最 后 一 个 。 它 是 a 和 占 的 公 借 数 ， 并 且 由 于 减 去 mm 
得 到 的 下 一 个 数 不 再 是 企 数 ， 因 而 它 不 大 于 mm。 因为 mn 是 
二 小 公 售 数 ， 那 么 上 只 有 六 一 +m 二 m 这 一 种 可 能 。 因 此 ，N 
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二 gm 十 m 二 (x 十 1)m 是 mm 前 以 数 ， 

5. 我 们 还 可 以 讨论 一 下 二 个 数 的 “公约 数 "。 如 果 一 个 
数 c 可 以 间 有 时 整除 < 和 2， 喜 是 它 为 < 和 5 的 公约 数 。 胶 积 
ab 是 a 和 5 的 公 售 数 ， 根据 引 理 1， 它 是 最 小 公 倍 数 亚 的 
倍数 。 我 们 现在 证 明 

3 理 2， 地 个 数 “和 《用 检 积 除 久 字 人 
得 的 商 ， 即 ， 数 4 一- 
必 是 & 和 上 8 的 公约 数 。 

由 关于 的 方程 ， 我 们 有 

d=5, 


的 景 小 分 信 数 所 


而 且 因 为 m 是 a 的 信和 数 , 二 实际 上 是 一 个 整数 。 因 而 5 是 了 


的 倍数 ， 或 者 换 旬 话说 ,a 是 & 的 约 数 。 完 爹 按 同 样 的 方法 ， 
4 也 是 4 的 约 数 ， 因 此 4 是 z 和 & 的 公约 数 。 
6. 我 们 现在 可 以 证 明 一 个 定理 ， 根据 它 可 以 立即 推出 
素 因 子 分 解 唯 一 性 定理 。 我 们 证 明 
定理 : 如 时 一 个 素数 已 能 整除 一 个 数 * 和 的 乘积 ， 屠 
和 ?能 事 队 或》 ， 即 它 至 少 能 整除 -一 个 因子。 
我 们 设 p 和 的 最 小 公 竺 数 为 mw 一 方 鲁 入 凯 假 役 洒 
积 xy 是 p 的 倍数 ， 并 且 它 显然 是 x 的 售 笋 。 因 而 它 是 pb 和 
* 的 倍数 ， 由 引 理 I， 它 也 是 m 的 倍数 ， 
xy=hnt, (4) 
另 一 方面 ， 由 引 理 2， 数 


dd (5) 
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是 一 个 整数 ， 并 且 是 p 和 * 的 公约 数 ,。 素数 p 的 约 数 只 能 是 
1 或 p。 因 而 或 者 4=p 或 者 4 二 1。 在 第 一 种 情形 , 4=p 是 
* 的 约 数 ， 县 zp 能 整除 xy 中 的 第 一 个 因子 。 在 第 二 种 情形 


4 二 ]， 那 么 (5) 成 为 1= 上 或 m=px。 代 人 (4) 中 ，x 少 二 


h(px)。 我 们 消去 因子 *， 得 到 ?一 上 Pp。 由 此 看 出 ，P 能 整 
队 *? 的 第 二 个 因子 。 不 论 哪 种 情形 ，w 至 少 能 整除 一 个 因 
子 。 

由 此 我 们 推论 ， 如 果 素数 能 整除 若干 个 数 的 乘积 ， 那 么 
生生 

它 如 果 能 整除 ， 例 如 xyz， 那 么 它 误 能 整除 x 或 能 

了 y， 训 采 它 化 除 后 天， 已 必 了 。 开 <， 在 位 向 全 
形 下 ， 它 必然 至 少 整除 一 个 因子 。 

7- 业 因 子 分 解 的 唯一 性 定理 随 之 立即 可 得 。 如 果 访 有 
二 个 于 因子 分 解 

N= prqrragae =P.0.R'S, Pe 

那么 能 整除 六， 因而 能 整除 右 问 冬 积 。 由 推论 ， 它 整 
除 右 端 的 一 个 素 因 子 。 但 如 果 一 个 素数 整除 另 一 个 素数 ， 那 
么 根据 素数 定义， 这 二 个 素数 必须 丰 等 。 因 而 王 必 然 在 右 端 
的 素 因 子 中 出 现 ， 按 同样 的 方法 ，9 以 及 堪 端 的 其 它 素数 也 
必然 在 右 端 出 现 ， 因 为 左 帮 问 是 可 以 相互 交换 的 ， 所 以 活 问 
所 有 素 因 子 也 必 存 瑟 端 出 现 。 换 名 话 说 ， 二 个 因子 分 解 所 含 
的 恰 是 相同 的 索 数 。 

现在 我 们 只 需 证 明 每 一 素数 在 两 问 出 现 的 次 数 也 根 同 。 
如 果 卫 在 左 端 出 现 4 次 ， 而 在 右 问 出 现 4 次 ， 我 们 有 


EP 


N=p' gr pagar 
78 


和 如果 < 和 了 是 不 同 的 ， 它 们 中 的 一 个 ( 变 为 4) 较 大 。 那 么 我 
们 可 以 除 以 p”"， 得 到 
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这 表示 了 天 的 二 个 因子 分 解 , 间 时 卫 只 出 现在 右 端 ,而 左 端 却 
没有 。 我 们 刚才 已 经 证 明 ， 在 任何 一 数 的 二 个 因子 分 解 中， 
相同 的 素数 必然 出 现在 二 个 因子 分 解 中 。 在 时 这 样 的 特殊 情 
形 下 ， 也 应 当 荐 正 衫 的 ,因而 < 和 4 不 可 能 是 不 同 的 。 因 此 ， 
我 们 有 a==-A， 并 且 用 同样 的 方法 ,B==B,， ce 二 Ce 。 
即 每 一 个 素数 在 每 一 个 园子 分 解 中 出 现 的 次 数 相 同 。 

外 然 我 们 会 感到 奇怪 ， 为 什么 同样 的 证 明 对 于 第 3 池 中 
的 数 系 a+23 一 6 就 不 能 成 立 。 事实 上 ， 几乎 所 有 的 证 明 
在 这 个 数 系 中 者 能 进行 。 只 是 一 小 部 分 ， 就 是 引 理 1 不 能 成 
立 。 央 此 ， 这 个 引 理 是 我 们 证 明 中 的 实质 性 的 一 步 。 


12。 四 公 问 题 及 五 色 
定理 的 证 明 


1. 1879 年 饥 利 讨论 了 如 下 的 问题 。 一 张 地 图 为 了 区 分 
不 凤 的 国家 ， 常 印 上 各 种 斋 色 。 景 好 是 每 一 个 国家 都 印 .上 一 
种 不 间 的 颜色 ， 但 这 需要 的 颜色 种 类 太 多 了 。 习 惯 .上 的 代 震 
办 法 是 ， 只 要 注意 披 此 接着 的 国家 用 不 同 的 颜色 就 可 以 了 ， 
从 而 可 能 只 需 用 少数 几 种 颜色 。 图 35 a 是 未 示 一 个 孤岛 的 
地 图 ， 只 需要 三 种 颜色 。 海 用 蓝 色 ， 二 个 国家 用 另 二 种 颜 
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a Ca) 
oN ; 
图 36 图 37 


色 。 图 355 需要 四 种 闫 色 。 三 个 国家 都 与 海 相 搂 , 所 以 都 不 
能 和 海 取 同 一 色 , 又 因为 每 个 国家 与 另外 二 个 相 邻 ,它们 就 需 
要 三 种 额 色 ， 总 共 若 了 四 色 。 图 35c 尖 明 ， 即 使 我 们 不 算 
海 的 颜色 ， 也 适 要 四 色 。 这 里 岛 的 内 部 的 国家 与 图 35 5 的 海 
起 着 同样 的 作用 。 网 36 再 次 只 需要 三 色 ， 而 绞 复杂 的 图 37 
需 肌 四 种 颜色 。 白 然 会 想到 越 是 复杂 的 地 图 ， 需 要 的 闫 多 越 
多 。 

我 们 画 过 很 多 地 图 ， 但 没有 注意 到 ， 不 管 多 么 复杂 的 地 
图， 上 面 的 颜色 往往 不 超过 四 种 。 另 一 方面 ， 又 总 没有 人 能 
证 明 ， 对 于 可 以 设想 到 的 地 图 ， 只 要 四 攻关 色 就 是 够 了 。 这 
个 问题 ， 没 有 任何 数学 知识 的 人 都 可 能 提出 并 完全 理解 但 
直到 现在 尚未 解决 1， 

然而 ， 已 经 证 明 ， 和 任何 地 图 都 可 用 五 种 颜色 着 色 。 这 里 


和 和 
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可 以 着 色 的 意思 ， 是 指 没 有 二 个 有 共同 边界 的 国家 是 同一 种 
颜色 。 但 是 只 在 角 顶 相交 的 国家 可 以 有 辕 一 种 颜 色 。( 如 跳 
棋 表 的 善 色 ) 而 且 ， 作为 国家 ， 我们 是 指 连 成 一 片 的 陆地 ， 
钾 不 是 由 儿 个 分 离 部 分 组 成 的 政治 单位 。 

本 章 的 主要 目的 在 于 征明， 每 张 地 图 都 可 用 五 种 套色 若 
色 。 在 证 明 中 ， 假 定 地 蜀 所 表示 的 是 孤岛 。 若 每 个 孤岛 和 海 
能 用 五 种 颜色 着 色 ， 则 由 上 几 个 岛 组 成 的 地 图 ， 用 到 的 世 怡 好 
是 在 每 个 岛 中 辐 样 的 颜色 。 

2. 作为 第 一 个 预备 知识 ， 我 们 将 证 明 欧 拉 定理 。 这 个 
定理 涉及 到 任意 一 张 地 图 的 顶点 > ( 角 顶 )， 茄 (国家 ) 和 边 
< 边界 ) 的 个 数 。 这 是 一 个 具有 一 般 性 的 定理 ， 并 且 有 很 重 
要 的 多 方面 的 应 用 ， 欧 接 发 现 前 这 个 定理 ， 实 际 上 笛 卡 尔 早 
已 了 解 。 这 个 定理 断定 

42 十 了 一 e 十 2 。 (1) 

例如 ， 在 图 36 大 8 个 顶点 ( 即 至 少 有 三 个 国 家 相交 的 
成 )，6 个 面 和 12 条 边 《 每 一 人 条 边 都 从 一 个 项 点 伸 晨 到 下 一 
个 顶点)。 事 实 上 ， 我 们 有 

8 二 6 一 142 十 2。 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我们 暂时 高 开 有 关 地 图 的 设想 ， 而 
是 用 坦 和 田 所 组 成 的 系统 来 表示 图 形 。 我 们 用 田 表 示 面 ， 边 
现在 就 是 把 田 分 并 的 坦 ， 而 整个 外 部 面积 则 是 宽 水 (原来 地 
图 上 的 海 )。 我 们 现在 想 依 次 拆 筑 一 些 坦 ， 使 所 有 的 田 都 洁 
上 湖水 (图 38)。 显 然 ， 这 没有 必要 把 所 有 的 坦 拆 席 , 因为 二 
边 都 已 有 水 的 浊 就 可 以 探 留 。 如 果 我 们 只 拆 席 仅 一 边 有 湖水 
的 如 ， 那 么 每 拆 一 个 坦 就 多 滩 了 一 抉 田 。 外 部 区 域 (相应 于 
池 图 中 的 潍 ) 原 米 就 有 水 ， 那么 还 有 .了 一 1 块 田 需要 灌水 。 
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因为 沪 水 的 过 称 是 要 使 所 有 的 田 都 被 竹 上 水 为 止 ， 所 以 最 后 
将 抓 毁 的 治 好 是 了 一 1 个 代 ， 


我 们 现在 研究 的 堪 的 系统 原来 是 左边 的 样子 。 在 拆 乾 

时 ， 撑 要 满足 下 列 两 个 要求 

I .在 不 能 涉 水 的 条 件 下 一 个 人 能 沿 坦 岸 从 任 一 个 项 点 
走 到 任 -一 其 他 顶点。 在 所 有 的 坦 未 拆毁 前 ， 这 一 定 能 作 到 ， 
因为 一 开始 就 假定 地 图 表示 的 是 一 个 孤岛 。 在 灌 四 的 过 程 
中 ， 有 可 能 出 现 43 这 样 的 坦 ( 图 39)， 当 把 它 拆 寻 时 ， 就 
把 整个 系统 分 割 为 一 个 完全 分 离 的 岛 ， 那 么 这 二 个 分 离 的 系 
统 完全 被 湖水 包围 ， 因 而 从 4 不 能 走 到 号 。 那 么 显然 ， 这 样 
的 坦 将 不 能 拆 慌 。 即 二 地 都 有 水 的 韦 不 能 拆 。 

工 . 一 个 送信 者 从 任 一 顶点 到 任 一 其 他 项 点 只 可 能 有 一 
条 和 途径。 否则 ， 若 从 P 到 @ 有 二 条 不 同 途径 ， 则 这 二 条 途径 
将 包围 一 个 面积 (图 40)。 于 是 ， 未 拆 的 坦 所 组 成 的 二 条 首 
路 将 围 住 一 块 时 地， 这 与 所 有 的 田 都 要 被 灌水 矛盾 。 

设 开始 时 了 固定 ， 且 到 每 一 点 都 只 有 一 条 路 。 这 条 路 的 
最 后 一 条 边 必然 在 要 到 过 的 顶点 的 前 边 。 所 以 这 条 过 由 这 个 
点 完全 确定 。 这 就 建立 起 边 与 顶点 的 对 应 关系 ， 即 每 条 边 和 
它 的 终点 对 应 。 这 样 ， 有 多 少 条 未 拆 的 提 就 有 多 少 个 顶点 。 
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而 束 困 开始 的 P 厅 是 终点 ， 所 以 未 拆 的 卉 的 数 是 2 一 1。 在 
所 有 的 井中 ， 有 /一 1 个 拆 遍 和 w 一 1 个 未 拆毁 ， 所 以 所 的 
e=(f—1)+(v—1), 

如 果 我 们 去 掉 插 号 并 把 数字 移 项 ， 就 立刻 得 到 欧 拉 定 
理 ， 

3. 证明 五 色 问 题 的 若 后 一 个 预备 知识 是 ， 只 需要 对 在 
任 一 顶点 相交 的 国家 都 不 多 于 三 个 的 地 图 作证 明 。 者 在 某 一 
个 点 相交 的 国家 超过 三 个 ， 如 图 44s， 则 可 以 另 作 一 新 地 
图 ， 它 除了 转 线 顶点 的 小 国家 外 和 原 图 一 样 。 这 个 新 地 图 比 


va /WAN 
a2 ~ Sh 


原 图 多 了 一 个 国家 和 若干 项 点， 但 在 顶点 只 有 三 个 国家 相 
交 ， 多 于 三 个 国家 相交 的 点 被 去 掉 了 。 九 果 对 于 每 一 个 相 
交 多 于 三 国 的 顶点 都 这 样 作 ， 那 么 最 后 就 有 一 张 没 有 任何 这 
种 点 的 新 图 。 现 在 如 果 我 们 证 明 五 色 对 于 这 种 新 图 是 足够 
了 ， 那 么 ， 五 色 对 于 原来 的 地 图 也 是 是 够 了 。 一 种 可 能 的 着 
色 法 可 从 图 41b 的 字母 上 看 出 米 。 如 果 在 新 图 上 的 每 个 园 
家 已 着 了 某 些 上 颜色， 那么 原 图 上 的 色 与 去 掉 增 加 的 那个 小 国 
后 一 样 (图 41 a)。 这 里 没有 速 反 顶 点 相交 的 二 个 国家 沿边 界 
不 是 同一 色 的 原则 。 
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任 一 项 点 至 少 右 三 个 国家 相交 ， 但 是 我 们 又 已 知道 ， 只 
项 研究 在 硕 点 相交 不 多 十 三 个 国家 多 地 图 。 因 而 我 们 只 需 研 
究 在 每 个 顶点 恰恰 只 有 三 个 国家 相交 的 地 图 。 

4- 现在 可 以 转生 访 明 本 身 , 我 们 要 峡 究 每 一 个 国家 的 过 
界 上 的 交点 数 。 如 上 时 一 个 国家 的 边 噶 上 只 有 一 个 交点 或 没有 
交点 ， 那 么 它 具 有 一 个 邻 国 ， 所 以 只 要 给 它 上 一 种 与 邻 国 不 
一 样 的 颜色 即 可 。 这 当然 很 容易 ， 所 以 将 赂 去 它们 ， 并 假定 
在 今后 的 证 明 中 不 再 出 现 。 

设 户 是 边界 上 有 二 个 顶点 的 国家 数 , fs 是 有 3 个 顶点 的 


国家 数 ,…，……' ;那么 所 有 国家 数 等 于 这 英国 家 数 的 总 和 ， 即 
f=fst ft fa {2) 


.这 类 国家 有 二 个 顶点 ， 所 以 有 二 条 边界 ， 总 共 的 边 
界 数 为 2 .Pa .rs 有 三 个 顶点 ， 则 每 个 网 家 有 三 个 边界 ， 共 有 
边界 3 f3， 如 此 等 等 。 最 后 计算 总 边界 数 ， 但 每 一 个 边界 
都 计算 了 二 次 ， 因 为 它 在 二 个 国家 分 别 计算 了 一 次 。 所 以 

2e=2 f+} fs+d ut: (3) 
按 同样 办 潜 计 算 顶 点 数 ， 但 答 好 每 个 顶点 有 三 个 国家 相 
交 ， 所 以 
3u=2 f+a fatd fts (4) 
从 (C3) 与 (4) 得 到 
3u=2e, (5) 
欧 拉 公式 (1) 节 6, 得 到 
6 v1t6 f=6et12, 
由 于 (5)， 上 式 右 端 为 
gv+i+i2 
因而 6 f=3v+12 
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或 ， 由 (2) 和 (4) 得 
6CF2o ft fat faa) fot3 fstd fist) 12, 
化 简 ， 有 
4 fat3 fs 2 fst fs=12+ fr+2 fs+** (6) 
内 此 可 见 ， 每 每 张 交 所 有 三 个 国家 相 进 的 地 图 ， 少 肯 定 
有 一 个 国家 共 边 界 上 的 顶点 歼 是 少 于 6 的， 因为 如 果 没 有 这 
样 的 国家 ， 也 就 没有 二 个 顶点 的 国家 。 因而 户 =0。 同 样 ， 
产 = 六 =. 六 =0。 因 此 (6) 的 堪 过 是 0， 而 右边 至 少 是 12。 如 
图 35。, 35,, 36 和 37 的 地 图 ， 洲 有 一 个 国家 其 边界 上 的 价 点 
数 多 于 6 个 ， 于 是 在 所 有 这 些 情形 下 ，(6) 的 右 端 都 是 13。 
男 一 方面 ， 我 们 有 
在 图 35。 fs=3, f3=0, f=0, fs=0, 
35s fa=0, fs=4, f=0, fs=0, 
36 fa=0, fo=0, fu=6, fs=0, 
37 f=0, fa=0, f=0, fs=12, 
这 些 例子 中 的 每 一 个 都 只 有 
一 个 f ;不 等 于 零 。 图 35 ,的 情 
说 则 不 辐 ， 因 为 f=0,f3=2， 
Ji=3， 其 它 的 仍 是 零 。 
现在 知道 ， 我 们 的 地 图 至 少 
有 一 个 国家 其 顶点 数 少 于 6 个 。 
那么 ， 就 是 2，3, 4 或 5 个 顶 
点 。 现 在 分 别 讨论 这 四 种 情形 。 
1 ， 有 一 个 有 二 个 顶点 的 国家 。 这 个 国家 怡 好 有 二 个 邻 
国 。 设 想 二 个 边界 中 去 掉 一 个 (图 42 中 的 虚线 )。 则 新 图 用 
.三 1 个 国 家 代替 了 原 米 的 / 个 国家 。 假 定 有 较 少 国家 的 新 
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图 可 着 基色 ， 则 奈 图 中 取消 边界 的 邻 国 用 4 色 ， 另 一 个 邻 国 
用 二 色 。 如 果 我 们 矶 回 连 界 ， 则 原来 有 二 个 顶点 的 国家 可 以 
着 。 色 ， 因 为 这 个 国家 只 有 。 色 各 色 的 邻 园 ， 从 而 使 。， 
4 和 。 色 都 可 用 上 。 国 而 /-1 个 国家 的 新 图 若 可 用 五 色 着 
色 ， 则 原 图 也 一 定 一 样 可 用 五 色 着 色 ， 

工 ， 者 一 个 有 3 个 顶点 的 国家 。 设 工 是 有 邻 国志 7 
工 : 的 图 家 (图 43)。 去 挤 工 的 一 个 边界 ， 并 假定 有 f-1 个 国 
家 的 新 图 不 需要 多 季 五 色 ， 则 再 加 上 边界 后 ， 只 需要 给 一 
个 与 LLavLs 不 同 的 色 。 工 可 利用 另外 丙种 颜色 中 的 任何 
一 色 。 


图 性 各 图 4 


下. 有 一 个 有 四 个 顶点 前 国家。 用 类 似 的 方法 ， 我 们 看 
到 这 里 五 色 中 至 少 有 一 种 疼 色 可 以 利用 ， 因 为 四 个 邻 国 可 能 
用 四 种 不 同 的 色 。 但 在 这 种 情况 下 ， 一 种 新 的 困难 出 岗 了 
图 44 中， 工 :本 种 国家 与 工 可 以 洛 二 个 不 同 的 边界 相交 ， 著 
去 掉 其 中 一 个 边界 ， 则 另 一 个 也 必须 去 掉 ， 因 为 一 个 国家 本 
身 不 能 再 用 边界 分 开 。 因 而 出 现 了 这 样 一 种 国家 ， 其 边界 是 
由 二 个 完全 分 离 的 边 所 组 成 ， 象 一 个 环 。 但 我 们 证 明 欧 拉 定 


理 时 未 加 说 明 地 排除 了 这 种 国家 。 而 且 ， 我 们 可 以 避免 形成 
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这 种 环形 国家 。 著 工 与 :一 起 组 成 一 个 环 ， 则 工 的 另 二 个 
边界 必然 属于 由 环形 隔 开 的 二 个 国家 工 和 工 。 因 币 上 ,和 
工 3 是 相同 的 ， 而 且 是 证 有 共同 边界 的 国家 、 所 以 它们 可 用 
同一 种 颜色 。 因 此 去 掉 拒 三 同 二 :和 23 山 开 的 边界 后 ， 得 到 
的 新 图 有 f-2 个 国家 。 如 果 这 个 少 于 .F 个 国家 的 新 图 可 着 五 
色 ， 则 原 图 中 碾 的 三 个 邻 国 中 有 二 个 同一 色 。 因 而 工 可 利用 
剩 下 三 色 中 的 任 一 色 。 

太 有 一个 有 玉 个 项 点 的 国家 。 同 村 的 因 难 将 会 在 一 种 
更 为 复杂 的 形式 中 产生 。 不 论 是 一 个 国家 和 和 工 有 二 个 不 同 的 
共同 边界 (图 45。) 或 工 的 二 个 加 国 可 以 在 号 一 不 同 的 边界 
相交 《图 45; 的 上 和 工 )}， 二 种 情形 工 痢 有 二 个 邻 国 工 和 
工 3。 它们 是 不 糊 邻 的 在 同 的 二 国 。 因 为 很 铺 楚 ， 它 们 不 能 


图 52 图 a55 押 4 


通过 图 45。 中 二 和 工 :给 成 的 环形 或 图 45, 中 工 、 工 ?和 工 , 组 
成 的 环形 。 在 这 二 种 情形 以 及 在 不 出 现 环 形 的 简单 情形 下 ， 
工 有 二 个 邻 轩 石和 工 ; 不 在 一 个 边界 上 相交 (图 46)。 现 在 
去 掉 工 分 别 与 工 和 工 :相交 的 边界 ， 则 新 图 有 . 广 2 个 国家 ， 
比 原 图 少 。 和 如 时 再 次 假定 新 图 能 着 五 色 ， 且 工 ++Ls+ Ls 有 
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色 <，z72 为 3 了 为 c，75 鸭 6 共 4 色 ， 那么 再 夫 上 二 个 
边界 ， 工 还 可 用 第 守 种 色 ，。 

每 张 地 图 元 将 属于 这 网 种 情形 之 一 ， 平 是 我 们 的 简化 程 
序 就 完成 了 。 每 一 种 地 图 都 可 出 于 去 掉 一 个 边 或 二 个 所 而 科 
化 ， 简 化 后 的 图 ， 国 家 减少 ， 并 且 如 可 由 五 色 着 色 ， 风 原 图 
也 可 。 重 复 这 个 简化 过 程 ， 直 到 不 多 于 五 个 国家 。 那 么 不 多 
于 泊 个 国家 的 地 图 显 热 可 用 五 色 著 色 ， 因 而 对 于 简化 过 程 中 
的 每 张 图 也 可 以 ， 最 后 对 于 原 图 也 是 对 的 。 

5、 我 们 已 证 明了 平面 上 所 给 地 图 的 五 色 定 理 。 然 而 对 
于 球 醒 上 的 地图， 世 可 以 利用 同样 的 证 明 。 于 家 的 外 面 ， 通 
常 到 处 是 海 ， 它 遍布 球面 的 剩余 部 分 。 我 们 以 上 的 证 明 ， 在 
球面 上 逐步 都 能 进行 。 这 里 就 不 再 重复 了 。 这 个 证 明 没有 利 
用 任何 线段 或 角 的 相等 性 。 它 不 包含 任何 全 等 性 定理 ， 或 任 
何 别 的 不 能 直接 推广 到 球面 上 欧 构 念 ， 只 利用 了 有 半点 、 曲 
线 和 面积 的 相对 位 置 的 鬼 念 ， 而 这 些 概 念 在 球面 上 和 在 平面 
土 是 一 样 的 。 

如 果 我 们 研究 象 轮胎 形 那 样 的 曲面 上 的 地 图 ， 情 形 就 不 
向 了 。 在 这 样 的 曲面 上 面 一 张 五 个 国家 组 成 的 地 图 ， 其 中 短 
个 国家 都 与 其 它 六 国有 共同 边界 是 可 能 的 。 因 而 这 个 地 图 需 
要 七 色 。 除非 有 模型 ， 在 这 种 曲面 上 的 地 图 十 不 容易 直观 化 
的 ， 所 以 我 们 只 满足 于 叙述 这 样 的 事实 。 即 二 色 定理 的 证 明 
不 能 推广 到 这 种 曲面 。 为 什么 我 们 的 证 明 容易 推广 到 球 而 ， 
但 推广 到 轮胎 形 曲面 时 就 错 了 呢 ? 

我 们 的 证 明 在 通常 称 之 为 圆 环 的 轮胎 形 曲 面 上 时 ， 有 二 
点 是 不 能 成 立 的 。 首 先 ， 在 欧 拉 定理 证 明 的 最 后 ， 参见 图 
40， 我 们 说 过 从 到 Q 车 有 二 个 途径 它们 就 可 包 国 一 个 面 
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积 。 第 二 点 是 ， 在 这 个 证 明 前 情形 下 和 下 时 ， 我 们 兽 说 工 ， 
和 Ls( 图 44,45 a, 45 5) 不 能 相交 ， 是 由 于 它 科 被 工 和 工 :或 
工 ，Ls 和 关 组 成 的 带 环 分 割 开 了 。 在 这 二 种 情形 下 ， 平 面 
上 或 球面 上 的 证 明 依 赖 于 这 一 素 实 ， 即 就 闲 划 线 一 俩 的 四 到 
达 另 一 侧 欧 点， 车 不 横 穿山 线 是 不 可 能 的 。 但 以 轮 脸 形 曲面 
而 言 ， 这 是 不 对 的 。 为 了 帮助 我 们 理解 ， 我 们 可 直观 想象 这 
一 曲面 。 让 我 们 设想 一 下 附 有 可 环 的 土星 (图 47)。 这 带 环 
实际 是 由 具 为 松散 的 质点 组 成 的 立体 图 形 。 这 个 带 环 是 一 个 


轮胎 。 设 有 一 河 弹 带 环 沪 过 ， 丽 这 个 带 环 的 一 侧 积 土星 还 有 
一 段 距离 。 车 我 们 从 河岸 一 侧 的 4 开始 ， 我 们 能 不 能 不 横渡 
该 河 而 走 到 对 岩 的 5 点 跑 ? 能 ! 只 要 我 们 高 天河 直接 直到 点 
CC， 越过 离 土星 最 近 的 这 一 边 到 达 口 ， 然 后 在 环 于 来 到 了 。 

这 些 情 形 说 明 ， 洒 依赖 于 直 对 时 要 移 么 小 心 ， 直 观 是 怎 
样 址 容易 使 人 误 和 歧途。 图 和 0 有 关 的 那 部 分 证 明 ， 当时 直 
观 上 似乎 很 明显 ， 但 现在 我 们 知道 实际 上 党 要 一 个 地 辑 证 
明 ， 上 述 直 观 证 明 必须 依赖 平面 和 球面 的 特殊 性 质 ， 而 它们 
对 于 轮胎 形 幅 面 却 不 一 定 仍然 成 立 。 

我 们 将 不 涉及 乎 面 和 球面 性 质 的 深 肇 分析。 但 我 们 所 假 
定 的 那些 性 质 是 可 以 证 明 的 ， 员 然 这 并 不 很 容易 。 在 轮胎 形 
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曲 阐 的 情形 下 ， 可 以 证 明 性 须 用 公式 

v+ /=e 
来 代 夫 欧 拉 公 式 。 于 是 五 色 定 理 的 证 明 也 可 以 推广 到 轮胎 
上 ， 即 在 这 种 曲面 上 的 地 图 上 色 ， 七 种 颜色 就 是 够 了 。 这 就 
产生 了 一 件 很 有 意思 的 事情 ， 在 较为 复杂 的 轮胎 形 曲 而 上 ， 
上 色 问 题 完全 能 加 以 解决 ， 而 在 较为 简单 的 平面 和 球面 上 ， 
还 不 知道 究竟 需要 五 色 还 是 四 色 。 


[ 注 ] 1977 年 12 月 9 日 < 人 民 日 报 > 较 玉 森 的 文章 * 现代 科学 技术 ”中 写 道 : 
“去 年 数学 界 哑 动 一 时 的 一 件 事 ， 是 用 电子 计算 机 证 明了 数学 方 而 的 趾 色 定理 。 
村 证 明 四 色 定 理 很 准 ， 数 党 家 经 过 上 百年 的 努力 ， 证 明 林 了。 法 年 美国 数学 家 
用 电子 计算 机 证 明了 -。 仓位 者 到 这 个 问 古 于 证 胃 关 不 是 不 可 能 ， 而 是 证 明 的 未 
台 、 程 六 很 复 条 ， 人 一 紫 子 的 时 间 也 证 不 党 。 佛 们 就 把 程序 编 好 ， 交 抬 高 速 的 
电子 计算 机 去 千 。 高速 电子 计算 机 想 用 了 一 于 多 小 时 才 证 出 来 。 

一 译注 


13. 正 多 面体 


1. 我 们 将 要 利用 欧 拉 定理 ， 求 得 一 种 完全 不 同类 型 的 
结果 。 我 们 将 研究 的 问题 是 ， 存 在 正 多 面体 玛 ? 浴 存 在 ， 究 
活 有 多 少 种 ? 一 个 多 面体 是 由 被 称 为 面 的 一 些 平面 的 部 分 所 
转 成 的 立体 图 形 。 按 照 欧 几 里 德 定 义 ， 所 谓 * 正 ”多 面体 ， 是 
指 其 所 有 面 都 是 等 信和 等 边 的 全 等 多 边 形 { 正 多 边 形 ) 的 多 面 
体 。 

如 果 我 们 应 用 更 一 般 的 定 又 ， 则 我 们 的 问题 将 会 更 广 
六 ,答案 会 更 福 意 。 我 们 称 一 个 多 面体 是 “ 正 ? 的 ， 是 指 它 的 
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所 有 面 的 边 数 都 相同 ， 而 且 在 盘 一 顶点 ( 角 顶 ) 有 相同 数量 的 
面 交 会 在 一 起 。 罕 这 个 定 儿 中， 我 们 没有 涉及 等 边 、 等 角 或 
面积 ， 站 没有 其 它 与 大 小 有 关 的 量 。 在 此 定义 中 ， 只 用 到 某 
些 部 件 的 数目 。 

我 们 令 P 表 示 在 每 一 而 上 的 顶点 数 。 如 果 多 闻 体 为 三 角 
形 组 成 ， 那 么 w=3， 等 等 。 在 每 一 项 点 相交 的 面 的 个 数 ， 
可 表示 为 8。 

周 为 多 击 体 每 个 面 至 少 有 三 个 顶点 。 我 们 有 

3 (1) 

在 立体 图 形 中 ， 一 个 顶点 至 少 有 三 个 画 相 交 ， 这 样 我 们 

有 
8 3, (2 

我 们 令 z、 了 和 。 分 别 表 示 多 面体 的 顶点 ， 面 和 楼 数 。 

我 们 可 以 把 多 面体 想象 成 是 由 弹性 物质 如 橡皮 组 成 的 中 
空 的 东西 ， 因 而 可 把 它 充 气 成 一 个 球 ， 则 多 面体 的 面 就 成 了 
这 个 球面 的 一 部 分 ， 楼 就 成 为 球面 曲线 的 一 部 分 。 如 果 把 这 
个 球 看 作 地 球 仪 ， 则 原来 的 多 面体 可 以 看 成 表示 上 个 国家 的 
地 图 。 每 个 国家 可 由 一 个 面 组 成 。 国 家 的 边界 由 多 面体 的 楼 
形成 ， 则 过 界 数 必 为 。。 同样 地 ， 地 图 和 原来 的 多 面体 一 
样 , 有 相同 的 顶点 数 "。 每 个 国家 有 相同 的 顶点 数 和 边界 数 。 
因而 在 数 . 产 , 户 , …'( 上 篇 第 4 节 ) 中 不 等 于 的 只 有 一 个 ， 
而 且 庆 一 个 数 必 然 等 于 面 f 的 总 数 。 在 每 一 个 顶点 俗 好 有 a 
个 国家 相 痰 。 这 种 地 图 的 例子 见 图 352，36，37。 在 这 些 例 
子 中 ,我们 有 

P= = P=4, = P65, 8=3, 
由 于 可 把 多 面体 充气 成 地 图 ， 那 么 ， 就 如 局 对 待 地 图 一 
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样 ， 我 们 可 以 把 欧 拉 定 刺 应 轩 于 多 而 虐 。 这 就 是 说， 任意 多 
面体 都 有 表示 项 点数， 曾 数 儿 威 有关 和 的 S 式 
fet2, 四 (3) 
根据 历 鸣 ， 欧 拉 发 现 的 公式 就 是 这 种 形式 ， 而 且 它 通常 被 列 
成 这 种 形式 。 
2. 正 多 面体 的 面 有 ?个 顶点 和 条 楼 ， 那 么 了 个 面 就 
有 fr 条 楼 。 但 是 ， 这 里 每 条 楼 都 计算 了 二 次 ， 因 为 每 一 条 
楼 都 是 二 个 不 同 的 面 的 楼 。 因 而 我 们 有 
fp=2 8。 (4) 
类 似 ， 在 每 个 项 点 有 8 个 面相 交 ， 因 而 有 5 条 楼 相交 。 这 样 
给 出 v8 条 楼 。 但 每 条 楼 也 计算 了 二 次 ， 因 为 每 笨 楼 有 两 个 
端点 ， 因 而 有 
v8=2 8 (5) 
由 (3) 丰 
+ 十 一 e 二 2， 
雏 以 2 8， 就 变 为 
2v8+2 8 一 2 e5 一 48。 
现在 ， 由 (4)， 我 们 可 以 用 fy 代替 ?a， 又 由 (4) 和 (5) 知 
J 了 9 二 v8， 所 以 可 以 用 fF 代 赤 v8， 从 而 有 
2 912 f8— fp8=48, 
或 F299+28—gpE)=48. (6) 
因为 ，48 者 是正 数 ， 那 么 括号 内 的 因 式 也 必然 是 正 数 ， 
所 以 有 -. 
2 P+28—Fa >0, | {7 &) 
公式 (1) 和 (2) 给 出 了 gp 和 #8 的 下 界 ， 现在 我 们 要 从 (7 a) 找 
到 上 界 。 首 先 我 们 变换 (7 a) 的 代数 符号 ， 得 到 
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5 一 28 一 25<0。 (7 5) 
如 来 我 们 把 (7 四 的 左 端 与 对 积 
(F285—2)—=P2—2F—25+4 (8) 
作 比 较 ， 我 们 看 到 溢 积 只 是 加 了 一 项 4 ,所 以 我 们 应 在 (7 5) 
的 二 边 加 4 
PE—2F—28+44， 
与 (8) 比较 ， 得 
(fF —2) (8—2)<4, (9) 
内 (1)。，(2) 可 见 (F 一 2)，{8 一 2) 至 少 是 1。 因 为 (p 一 2) 
和 (8 一 2) 是 正 整 数 ， 且 它们 的 葬 积 小 于 4。 所 以 求 所 有 这 类 
数 的 乘积 并 不 困难 。 它 们 是 ; 


1°1, 1°2, 2-1, 1.:3, 3:1, (10) 
总 其 是 五 个 乘积 。 二 个 正 整数 的 任 一 个 其 它 乘积 或 敌 于 
4 或 是 一 个 更 天 的 数 。 


由 此 可 见 ， 灰 积 小 于 四 的 二 信 正 整数 只 有 五 种 情况 ， 国 
而 推导 虹 出 正 多 面体 只 这 五 种 。 

3. 在 (10) 的 五 个 乘积 中 ， 设 第 一 个 因子 是 (pq-2)， 第 
二 今生 (8-2)。 那 么 ， 我 们 可 得 到 9 ，8 的 五 对 值 ， 


mi! a 
8 3 
3 | 4 
4|3 
3 | 5 
51|13 


我 们 已 经 直接 由 欧 拉 定理 得 到 此 表 。 现 在 ， 如 果 我 们 记 
得 和 5 的 意义 ， 我 们 从 本 表 可 以 看 到 ， 正 多 面体 如 果 存 
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在 的 话 ， 只 能 由 三 角形 、 四 边 形 或 五 边 形 作为 面 。 而 且 ，8， 


4 或 5 个 面 必 相交 于 顶点 。 现 在 由 (6) 我 们 有 
_ 48 
f=3 Pt28—gp8’ 
利用 (8)， 这 可 写成 


48 
f=- 
由 (C4) 得 


Fo 2 89 
2 4—(P—2) (8 一 2 


由 (5 和 (12)， 我 们 求 得 


区 二 


和 rn 


{11) 


(12) 


(13) 


最 后 这 三 个 公式 只 给 了 我 们 相当 于 史 和 3 五 对 可 能 的 值 的 


广 e 和 > 的 一 个 值 。 这 些 值 可 由 下 表 列 出 ， 


因而 只 有 五 种 正 多 面体 。 它 们 也 称 为 五 个 粕 拉 了 图 体 ， 并 
各 于 记 站， 全 拉 吉政 和 名 的 
4. 这 个 表 有 一 个 很 特 狐 的 性 质 。 如 果 多 和 8 互 换 ， 则 
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20 面体 和 12 面体 互 换 ，8 否 体 和 6 面体 互 找 ， 但 4 面体 没 . 
有 了 政变。 我们 也 可 以 不 参考 此 表 而 从 前 面 的 公式 知道 这 些 。 
由 于 条 件 (1) (2) 和 (9) 对 于 多 和 8 是 对 称 的 ， 当 多 和 3 互 
换 了 时， 任何 可 得 到 的 一 对 9 和 5 的 值 仍 可 得 到 。 并 且 (12) 对 
于 和 #8 也 是 对 称 的 ， 所 以 它们 互 换 时 不 改变。 最后， 
出 1 和 013) 可知 ,yp 和 & 的 互 换 ， 只 互 换 了 2 和 .了 

这 个 革 系 ， 从 部 几何 的 理由 来 看 也 是 明显 的 。 我 们 只 需 
要 选择 多 面体 每 一 面 的 任 态 一 点 ， 并 且 把 这 些 点 着 作 是 新 多 
面体 的 顶点 。 新 多 面体 的 楼 是 由 厌 多 面体 所 有 相 邻 二 个 面 上 
的 二 个 顶点 连接 而 成 。 那 么 新 多 面体 在 原 多 面体 的 每 一 面 上 
怡 有 一 顶点 ， 恰 有 一 新 楼 横 穿 过 每 一 介 楼 的 上 空 ， 愉 好 一 个 
新 面 切 夫 一 个 顶点 。 因 此 ， 二 个 多 面体 有 同样 的 楼 数 。<， 而 
vz 和 了 互 换 。 

5. 还 有 重要 的 一 点 没有 讨论 。 到 现在 为 上 上， 我 们 只 说 
明 ， 如 果 所 有 的 面 有 相同 的 顶点 数 ， 并 且 在 佘 一 顶点 相交 的 
而 的 数 自 相同 ， 那 么 面 、 村 和 顶点 数 必 对 应 于 表 中 的 五 种 可 
能 情况 。 因 而 至 多 有 五 种 正 多 面体 。 

整个 表 包 括 了 所 有 可 能 移 正 多 面体 ， 但 我 们 并 没有 说 
明 ， 这 五 种 多 面体 实际 是 藻 可 以 作出 。 完 全 可 以 设想 ， 存 在 
着 革 些 我 们 并 没有 考虑 在 内 的 更 多 的 限制 。 这 些 进一步 的 限 
制 ， 可 以 除去 表 中 所 列 的 一 种 或 几 种 类 型 ， 总 之 ， 我 们 所 诗 
论 的 是 关于 正 多 面体 的 必 楼 条件 而 不 是 充分 条 件 。 

实际 上 ， 我 们 对 球面 上 的 “下” 地 图 的 讨论 ， 比 对 正 多 面 
体 本 身 的 讨论 更 为 重视 。 这 些 地 图 只 是 多 面体 充气 为 球面 后 
的 多 面体 。 现 在 我 们 可 以 确切 举 出 对 应 于 表 中 每 一 类 型 的 地 
图 。 图 353 家 示 四 面体 ， 图 36 是 六 面体 ， 而 图 37 是 十 二 
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丽 储 . 对 应 于 入 而 信和 一 十 面体 的 是 图 48 和 图 49。 虽然 所 
有 有 这些 图 都 丰 画 在 平面 上 的 ， 但 都 可 以 变换 到 球面 上， 现 
在 ， 如 挫 我 们 不 考虑 多 请 何 充气 为 球面 的 形变 ， 那 么 我 们 看 
到 ， 已 建立 的 关于 正和 多 凯 促 的 必要 条 件 也 是 充分 的 。 


图 如 图 烛 


这 样 就 完成 了 我 们 对 问题 的 讨论 。 但 是 我们 还 没有 证 
明 ， 我 们 的 图 形 ， 按 照 欧 儿 里 德 狭 罕 的 正 多 夯 体 的 定义 是 可 
以 作出 米 的 。( 正 多 面体 是 其 所 有 面 都 是 全 等 多 边 形 的 多 面 
体 ) 要 证 明 这 点 ， 需 要 运用 类 型 完全 不 辣 的 概念 和 理论 。 我 
们 前 面 的 研究 ,利用 的 是 舍 缩 形变 下 仍 不 改变 的 性 质 . 全 等 不 
荐 这 样 的 竹 质 。 所 忆 现 在 的 证 明 顺 要 利用 度量 几何 。 在 放量 
几何 中 ， 长 庆 和 角 的 相等 性 很 重要 ， 利 用 诬 量 几何 可 以 证 明 
上 秆 的 多 面体 按 欧 儿 里 德 定义 是 能 作出 的 。 我 们 不 打算 作 此 
证 明 。 效 义 的 恰好 是 五 个 正 多 面体 的 存在 性 ， 古 时 就 有 记 
载 。 这 个 证 明 是 柏拉图 的 学 生 查 过 图 斯 的 贡献 ， 欧 几 有 里 德 在 
它 的 * 几 何 原理 > 第 XIII 郑 中 来 尾 给 出 了 它 。 
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14。 毕 达 哥 拉 斯 数 和 费 马 定理 


1. 根据 毕 达 嫩 拉 斯 定理 53， 直角 三 角形 斜 边 上 的 正方 
形 的 面积 ， 等 于 二 厅 上 严 方 形 面积 的 和 。 反 之 ， 如 果 在 三 条 
线段 忠 ， 有 一 条 的 平方 等 于 另外 二 条 的 平方 的 和 ， 那 么 ， 这 
三 条 线段 可 以 组 成 为 一 个 直角 三 角形 。 方 程 咯 二 一 呈 表示 
了 这 样 一 个 事实 ， 邢 长 为 a, 5,c 的 线段 是 直角 三 角形 的 过 。 

我 们 旱 在 第 四 篇 中 已 经 知道 ， 一 个 等 采 家 角 三 角形 的 腰 
和 斜 边 是 不 可 通 约 的 ， 即 没有 整数 和 c 能 清 足 方程 2 a 二 
c。 是 否 存在 某 一 个 直角 三 角形 ， 它 的 过 是 可 通 约 的 呢 ? 换 
钊 话 山 ， 是 各 有 满足 方 舱 

a b=c? {1) 
的 三 个 整数 ? 一 个 简单 而 很 熟悉 的 例子 
32 十 4 一 电 或 39+16 一 25 
说 明 回答 是 肯定 的 。 

是 否 有 另外 的 答案 呢 ? 我 们 怎样 才能 找到 它们 呢 ? 本 篇 
将 求 得 这 个 河 题 的 完整 的 解答 。 

2。 如 时 我 们 有 {的 一 个 解 , 5,c:， 我 们 用 任 一 整数 莱 
每 一 项 2 条 c， 可 以 很 容 复 求 得 另外 一 个 解 。 例 如 3, 4 和 
5 是 解 ， 我 们 用 2 滋 ， 得 6，8，10。 于 是 有 

62 + 82 二 102, 

如 有 果 = 是 任意 正 整 数 ， 那么 一 般 的 3，4m，552 就 是 
解 。 同 样 的 方法 ， 如 果 4 5,c 是 任 普 解 ， 那 么 az，8m，cm 
也 荐 解 ， 这 是 因为 由 避 + 如 =c*?， 我 们 有 am? 坟 2 二 ein? 
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或 (zz) 十 (8a)3 一 (ca)2。 这 个 寻求 新 解 的 方法 是 比较 平常 
的 ， 不 那么 吸引 人 人。 比较 有 趣 的 方法 是 寻求 基础 解 ， 就 是 那 
些 不 可 能 象 刚才 那 韩 由 另 一 个 解 琵 以 某 个 整数 而 得 的 艇 ， 如 
果 一 个 解 a,5 和 5 没有 公 因 子 ， 我 们 就 称 这 样 的 解 为 “简化 
解 "。 因 而 ，3，4，5 就 是 简化 解 。 

邵 果 两 个 或 更 多 个 数 没 有 公 因 子 , 我 们 就 说 它们 "五 素 ”。 
在 简化 解 中 ， 数 a,5 和 :中 的 任 一 对 都 互 素 ， 如 果 z 和 5 有 
一 个 公 因 子 设 为 <， 那么 4 的 任 一 因子 也 是 它们 的 公 因 子 。 
一 定 有 某 个 素数 疡 能 整除 2; 亚 少 当 疾 是 之 本 身 轩 就 是 这 
样 。 那么 < 和 二 应 有 公 因 子 p， 而 县 我 们 可 以 写成 

a= pa b= phbi. 
则 方程 (1) 成 为 
pai+ Bi)=e, 
也 此 可 见 p? 应 能 整除 c?。 那 么 > 应 能 整除 c==e*ce， 并 且 
因此 能 整除 二 仿 相 同 因子 中 的 一 个 。 即 如 同 对 < 和 5 一 样 ， 
能 整除 =。 根据 同样 的 方法 ，a 和 < 或 5 和 5 的 公共 素 因 

子 是 所 有 三 个 数 的 公园 子 。 

3. 现在 我 们 来 研究 一 下 (1) 的 解 a,3 和 c， 其 中 a,8 和 
2 的 任意 一 对 都 是 互 囊 的 。 这 些 数 中 不 可 能 有 二 个 是 偶数， 
期 可 以 被 2 整除 的 数 ， 至 多 一 个 是 侦 的 。 然 而 不 可 能 所 有 三 
个 数 都 是 奇 的 。 一 个 奇数 a= (2 1 二 1) 的 平方 是 4a?=4 十 
42+1， 仍 是 奇 的 。 如 果 & 和 5 是 青 的 ， 那 么 和 六 是 达 
的 ， 而 ++ 如 趣 是 侦 的 ， 显 然 这 不 能 等 于 奇数 c 的 平方 。 

只 刊 下 数 pe 中 2 个 是 奇 的 ， 一 个 是 侦 的 这 种 情形 。 
进而 我 们 可 以 看 到 “必定 是 奇 的 ， 因 为 如 果 “是 个 的 ， 它 可 
以 被 2 整除 ， 而 c? 可 被 4 整除 。 男 外 二 个 数 必 是 奇 的 , 设 
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a=21t+1i, b=2m+1, 


并 且 我 们 求 
a 二 5 二 (4442 (dm 十 4m 十 1》 
; 一 皮 了 玉 十 3 二 ma 十 ma 十 3。 
这 个 数 是 偶 的 ， 但 被 4 除 后 还 剩余 数 2， 因 此 它 不 能 等 于 能 
被 4 整除 的 c?。 


现在 我 们 只 可 能 有 5° 是 奇 的 ， 数 < 和 卢 中 一 个 是 侦 的 ， 
另 一 个 是 奇 的 情形 。 我 们 不 妨 令 4 是 奇数 ，5 是 一 个 偶数 。 
例如 ， 在 我 们 的 例子 中 z 一 3，2 一 4，c 一 5。 
4. 等 式 (1) 可 以 写成 如 下 形式 
2 一 ca2 一 (rc 二 afe 一 2). {27》 
其 中 tz+a) 和 (c 一 a) 是 二 个 奇数 的 和 与 差 ， 它 们 都 是 偶 
数 ， 仅 有 的 公 因 子 是 2。 换 名 话说 ，-2 卫 “和 -二 4 是 互 素 的 ， 
和 否则， 我 们 可 以 假设 了 能 整除 这 二 个 数 。 那 各 
2 Lo f, 5 =dg, 
这 个 直子， 得 到 
c=d(f+g), a=d(f—g) 
那么 可 同时 整除 < 和 <， 这 与 它们 是 互 崇 的 假设 予 盾 。 


由 于 5，c 十 z，c 一 4 都 是 偶数 ， 我们 可 以 把 (2) 式 写 成 
如 下 形式 


(名 -生生 中 
其 中 的 分 数 都 只 是 表面 的 。 因 为 每 个 分 数 实际 上 都 是 一 个 此 
数 。 这 个 等 式 表示 (二 ) 是 二 个 互 索 的 因子 < 志和 和 -54 的 
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t+a 


著 积 。 现 在 我 们 到 了 这 个 证 明 的 关键 的 一 步 。 我 们 证 蝶 一 


百 
pr "+ 


其 中 p, 9.r*… ,是 不 同 的 素数 ， 那 么 我 们 有 
(二 =pi Sq?,, 

绢 ym 和 -54 的 乘积 

中 。 然 而 ， 因为 < 和 -4 没有 公 因 和子， 所 以 每 个 素 因 子 


本 


p 必然 或 只 则 现在 中， 或 只 出 现在 << 中 。 因 而 ( 如) 


全 


了 4 和 上 3 的 乘积 之 中 。 因 此 ， 
epee 中 所 含 的 只 是 素 因 子 的 候 数 短 ， 因 而 每 一 个 者 
是 平方 数 。 

5， 我 们 现在 可 以 写 册 


= 3 = {4a) 
‘2 
的 -on a 


其 中 三 和 w， 如 同 x? 和 天 一 样 ， 是 互 紊 的。 由 (5) 我 们 
有 
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百 一 2 uv, {5) 
及 道 过 加 或 减 方 程 (4 a) 的 二 这 ， 我 们 求 得 
Cur vs, d= uv {6) 
由 守 c 和 同时 是 奇数 ， 平 方 数 妈 和 汉中 的 一 个 几 是 俱 
的 ， 而 另 一 个 是 奇 的 ， 将 峙 它们 的 和 或 差 将 会 是 偶 的 。z= 和 
>” 也 疼 然 一 个 是 柯 的 ， 另 一 个 是 锡 的 。 我 们 称 二 个 这 样 的 数 
十" 弄 反 数 对 ”。 

琉 在 我 们 已 经 证 明 、 如 果 a 8, zc 是 (1) 的 简化 解 ， 那 
么 ，w 几 和 上 可 以 用 二 个 互 慰 的 ， 且 是 互 反 数 对 的 数 ， 以 
(5) 或 (6) 的 形式 表示 出 米 。 在 我 们 原 光 的 例子 中 ，4 二 3， 
5 二 4， C5 三 $5， 我 们 有 
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i=2, v=1, 
并 且 和 (05) 一致， 
b=—=4d=2'2:1=2 wy, 

6， 惨 今 为 止 ， 我 们 只 是 求 得 简化 解 的 必要 条 件 。 我 们 
出 简化 解 a, 5,c 开始 ， 并 二 确定 了 和 vw。 为 使 讨论 完整 ， 
我 们 必须 证 明 条 件 是 充分 的 ， 即 当 和” 王 素 , 且 是 互 反 数 
对 的 数 时 ， 由 (5) 和 (6) 给 出 的 a bc 总 是 简化 解 。 我 们 还 应 
加 上 条 件 “> 才能 保证 < 是 正 的 。 

首先 ， 负 简单 的 计算 得 到 

(一 1 十 (2 uve) = (r+)?, 

所 以 由 (5) 和 (6) 给 宇 的 数 镁 足 方 称 {1)。 第 二 ， 要 说 明 我 们 
得 到 了 一 个 简化 解 ， 只 圳 记得 各 v 是 互 峻 的 , 并 且 一 个 是 
从 的 ， 一 个 是 奇 的 。 由 此 可 见 ， 方程 (6) 中 的 < 和 < 同时 是 
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柯 的 ， 因 此 a,5,c 说 有 公 因 子 3。 z 和 < 也 不 能 有 一 个 奇 的 
公 因 子 。 不 然 的 话 ， 若 有 一 个 公 因子 是 奇 的 素数 (不同 于 2 
的 其 个 素数 ) 。 我 们 可 以 写 为 
c= Pel, a= Po, 
并 且 由 (44 )， 应 有 
ui=c+a= Pleclt+al), 
2ui=c—a= P(e—a), 
这 些 方程 说 明 卫 可 同时 整除 2w? 和 2 吉 。 因 为 不 同 于 2， 
那么 应 整除 w? 和 芒 ， 但 这 是 和 5 与 v 是 互 素 的 事 实 不 相 容 
的 。 
下 面 列 出 由 (5) 和 (C6) 导出 的 一 些 毕 达 哥 拉 斯 数 的 例子 ， 

i=2, y=11 a=3, b=4, ¢=5} 

w=8, v=24 = B=12, c=13s 

u=4, v=1: a=15, b=8, c=17s 

u=d, v=3; a=7, b=24, c=25s 

天 二 50 一 2 a 21, $=20, c=29 

uw=8, y=4; 4 一 9， 8=40, c=41, 
显 热 ， 在 此 表 中 2 不 仅 是 偶数 ， 同 了 时 它 总 是 4 的 供 数 。 这 是 
由 于 5 二 2 uv 而 zx 或 b 是 偶数 。 

?我 们 已 经 完 爹 解决 了 方 伏 (1) 所 涉及 的 向 题 ， 现 在 的 

目的 是 作 一 系列 的 推广 。 


我 们 可 以 对 方程 
4 十 93 一 5 (7 a) 
或 对 十 yt 二 24， 《7 5) 
或 更 一 般 的 对 
x 二 2 当 n>2。 (7 c) 
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作 类 从 的 讨论 。 费 马 断 衣 ， 方 程 (7 0) 在 ”>>2 时 ， 设 有 正 整 
数 解 。 这 个 命题 度 没 有 被 证 明 ， 也 没有 裕 推 项， 空 叫 作 费 马 
定理 ， 或 岂 作 费 马 大 定理 ， 以 区 别 于 另 一 个 费 马 定理 ， 读 定 
理 将 在 第 23 篇 中 提 到 。 这 个 断言 对 于 = 的 一 定 值 已 经 得 色 
证 实 。 例 如 姻 蕊 和 他 的 后 继 者 已 经 证 了 月， 由 3 到 100 的 所 有 
的 定理 是 对 的 。 在 此 以 前 ， 欧 拉 已 经 对 (7 a) 和 (7 念 作 了 
证 明 。 
利用 我 们 关于 毕 过 哥 拉 斯 数 的 知识 ， 可 以 很 窜 易 证 明 
(7 5) 没 有 正 整 数 和 解 。 我 们 莽 至 能 证 明 方 程 
Poi 押 一 由 2 (8) 
没有 正 整 数 解 。 因 为 矢 一 个 四 次 竹 是 平方 数 ， 但 不 是 每 个 平 
方 数 是 四 次 逢 ， 因 此 (8) 的 不 可 解 性 较 (7 6) 更 大 。 
在 讨论 解 的 过 程 中 ， 我 们 坚持 正 整 数 的 目的 是 为 了 消去 
一 定 的 平 几 解 。 例 如 * 三 1，3=0，z=]1 一 定 注 足 (8)， 而 
# 盖 一 %，3 一 个 讲 是 (7 4) 
8 如果 我 们 把 (8) 写成 如 下 形式 
《xz 和 2 十 《372 一 了 2 (9) 
可 见 它 是 (1) 在 < 一 x2 3 一 322 < 一 岂 有 时 的 特殊 醒 形 。 我 们 
只 需 基 虚 “" 简 化 解 "“z, y, z。 可 以 君 到 {如 上 所 述 }， 如 果 (9) 
有 一 个 解 ， 那 么 业 必 是 奇数 ， 市 平方 x? 和 站 必 有 一 个 是 价 
数 ， 另 一 个 是 奇数 。 我 们 可 以 令 #2 二 a 是 奇 的 ， 姑 一 2 是 个 
的 。 如 果 (9) 有 解 ， 必 可 由 (5) 及 (6) 给 册 ， 这 就 必 存 在 二 个 
互 素 的 ， 且 是 互 反 数 对 的 素数 x 和 ww， 解 由 数 


{10a) 
如 一 2 uy, 105) 
w= ut vy ‘10 c) 
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殉 定 。 
现在 (10 #) 可 以 写 为 
wt 二 ut, {11) 
这 是 一 个 x, u,v 为 互 素 的 新 的 毕 达 哥 拉 斯 方程 ， 其 中 zx 是 
在 c 的 位 置 ， 所 以 它 是 毒 的 。 因 为 也 是 奇 的 ，” 就 必 是 但 
的 ， 并 且 是 在 的 位 置 。 这 个 毕 达 哥 拉 斯 方 竹 (11) 的 简化 解 
2 ou 将 展 助 新 的 互 素 的 互 反 数 对 的 煞 xl 和 v1， 并 通过 (5》 
和 (6 给 旦 ， 即 x, zz 由 
zu v=2 20 下 一 二 十 2 (12) 
给 出 。 
我 们 现在 回 到 方程 (10 8)。 因 为 w 是 奇数 ，z 是 个 数 ， 
并 且 二 数 是 互 崇 的 ， 并 且 由 于 2 不 能 整除 x， 可 见 w 和 2w 
互 素 。 因 此 (10 四 表 东 人 2 是 二 个 互 迪 的 因子 和 2w 的 第 
积 。 根 据 第 四 节 的 讨论 ， 一 个 平方 数 的 因子 分 解 ， 只 有 在 它 
的 互 于 因子 都 是 平方 数 时 才 有 可 能 。 固 而 我 们 有 
uwi, 2 v=411, {13) 
其 中 我 们 已 利用 了 2 是 偶数 的 事实 。 如 果 我 们 把 这 二 个 什 
代入 (12) 中 的 后 二 个 方程 中 ， 得 
经 一 2IP1， 了 一 二 2。 C14) 
现在 wi 和 ?是 互 素 的 ， 并 且 它 们 的 乘积 是 1， 所 以 它们 必 
仍然 是 平方 数 ， 


Ha 一 %，mis= y1， {15) 
(14) 的 第 二 个 方程 现在 成 为 . 
1 十 $f 二 ww (16) 


9， 方 程 (16) 和 和 原 方 程 相同 。 由 (8) 的 一 个 简化 稻 +, yz 
〈 正 整数 ) 开 始 ， 我 们 求 得 网 一 方程 的 另 一 个 简化 解 。 这 第 二 
104 


~ 8 


is 


A 


个 解 也 是 第 一 个 解 通过 一 定 的 过 程 获 得 的 .不 党 成 整个 这 程 ， 
我 们 也 能 看 到 第 一 个 解 的 凤 伟大 于 第 二 个 解 的 wi 性, 因为， 
外 (10 5) 和 {13) 的 第 一 个 廊 程 ， 有 
ww +t 
因此 ，w 之 wi1。 这 将 使 我 们 得 到 一 个 六 盾 。 正 如 刚才 在 第 8 
节 玮 我们 可 以 由 x, 5;w 得 到 xi，y1，w!i 那样 ， 我 们 现在 也 
可 以 由 x1，91， ww 得 到 另 一 个 解 ze， 和 ，ra。 攻 同 2 人 > 可 
一 样 ， 有 ww! 沁 wr。 重 复 这 个 过 程 。 将 得 到 另 一 个 解 vs，9s 
ws HH was 连续 不 断 的 使 用 这 个 方法 ， 我 们 得 到 
WwW ws, C17) 


的 一 系列 解 , 这 些 数 郁 是 正 整数 ,只 有 有 限 个 正 整 数 小 手 wm， 
所 以 序列 (17) 必 有 最 后 的 终点 ， 设 为 w:。 但 是 这 个 mx 是 局 
于 一 个 解 xze yu wi 的。 我 们 可 以 对 它 应 用 第 8 节 中 的 程序 
来 得 到 另 一 个 解 xs， ys+t， mealy 且 wp 之 witts 这 和 (17) 
以 wx 为 终点 的 事实 矛盾 。 因 此 我 们 确定 了 这 样 一 个 事实 ， 
即 (8) 没 有 任何 正 整 数 解 ， 因为 在 这 样 一 个 解 将 得 出 一 个 子 
盾 来 。 

这 个 证 明 的 基本 思想 是 所 谓 的 费 马 “无 限 减 少康 童 ?。 它 
由 寻求 过 程 ( 在 这 里 是 反复 应 用 第 8 节 中 的 方法 ) 所 得 到 的 矛 
盾 组 成 。 一 方面 ， 这 个 过 程 得 到 了 一 个 没有 终点 的 逐渐 减少 
的 正 整 数 序列 。 另 一 方面 ， 因 为 小 于 = 的 严整 数 只 能 是 有 限 
个 ， 就 是 (nr 一 1)，(a 一 2 ，342, 1 如 最 多 有 {z 一 1 个 ， 
所 以 这 样 一 个 序列 又 必须 有 终点 。 

我 们 以 前 在 第 4 篇 中 已 经 利用 过 一 次 无 限 减少 谨 理 ， 它 
在 Y 2 的 无 理性 的 证 明 中 是 十 分 重要 的 。 


[ 注 ] 地 我 图 有 名 的 勾 股 定理 ， 最 早 见于 “局 体 算 经"， 再 史上 比 毕 过 否 拉 
斯 旱 五 、 六 百年 。 捍 达 哥 拉 斯 数 在 我 国 也 称 商 商 数 。 一 一 评注 


15。 算术 平均 和 几何 平均 定理 


一 个 细心 的 实验 人 员 测 量 某 个 物体 时 ， 得 到 它 的 长 度 是 
2.172 英尺 。 当 他 再 作 两 次 测量 后 ， 得 到 发 度 是 2.176 英尺 
和 2.171 英尺 。 他 应 当 把 哪个 当 作 物体 的 真实 长 度 呢 ? 通 到 
这 种 情形 ， 习 惯 上 是 采用 袖 量 信和 的 平均 值 ， 也 就 是 把 测量 值 
加 起 来 ， 然 后 除 以 它们 的 次 数 ， 这 个 实验 人 员 求 出 全 郑 油 有 量 
值 应 为 6,519， 然 后 除 以 3， 求 得 2.173 英尺 ， 这 就 被 当 作 
是 物体 的 长 诬 。 我 们 所 说 的 这 个 平均 值 ， 吊 作 算术 平均 值 。 
个 数 ai， ca， ds re 的 算术 平均 什 是 


A=(atatast:+an), (£1) 


我 们 将 看 到 ， 除 了 算术 平均 慎 外 ,还 有 另 一 种 类 型 的 平均 值 ， 
但 是 让 我 们 首先 看 看 平均 值 具有 什么 性 质 。 如 果实 验 人 人 员 把 
测量 值 都 用 英寸 代 规 英尺， 我 们 得 到 的 平均 值 和 以 前 得 到 的 
是 一 样 的 ， 只 不 过 现在 是 用 英寸 来 表示 罢了 。 每 个 测量 值 都 
应 当 彝 以 12 ， 并 且 平 均值 也 将 彝 以 12。 因为 实验 人 员 在 
度量 时 可 以 采用 任意 形式 的 单位 ， 所 以 无 论 乘 以 12 或 是 乘 
以 任何 其 它 数 :， 上 述 的 情形 都 是 对 的 。 如 果 算 术 平 均 (1) 是 
平均 值 的 合理 形式 ， 它 必 上 其 有 如 下 性 质 ， 
如 果 每 个 4 隘 以 那么 最 后 的 结果 4 也 将 葬 以 i。 
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iA=2 (tat tast tast **. + tan)o (2) 


过 显然 是 正确 的 ， 因 为 (2) 的 两 端 同 除 以 :+， 就 得 到 等 式 (1)。 
我 们 用 算术 平均 是 “ 章 次 的 ”来 表 东 这 个 性 质 (2)。 我 们 采用 
的 任何 平均 值 ， 都 应 当 是 齐 次 的 。 

平均 值 的 第 二 个 简 音 性 质 是 这 样 的 ，ai，amayaa pw an 
的 平均 情 既 处 小 于 最 小 的 a， 也 不 大 于 最 大 的 <。 实验 人 员 
车 把 2.177 当 作 平均 入 是 不 合理 的 。 算术 平均 值 (1) 之 所 以 
有 这 样 的 性 质 ， 是 因为 n 个 数 的 和 , 一定 不 小 于 这 些 数 中 最 
小 值 的 倍 ， 并 且 也 不 大 于 这 些 数 中 最 大 值 的 供 。 

有 一 个 入 显 又 简单 前 方法 改变 了 算术 平均 秆 的 形式 。 如 
沫 实验 人 员 在 作 的 三 次 测量 中 ,最 后 一 次 较 共 它 二 次 仔细 ,他 
感到 应 给 第 三 个 测量 值 2.171 以 更 重 的 分 量 。 如 果 他 感到 比 
其 它 值 重要 四 倍 ， 他 应 当 列 绸 闫 二 个 调 量 值 3.172 和 2.176 
以 及 把 第 三 伪 写 上 由 次 。 现 在 平均 值 应 当 加 上 上 所 有 这 些 值 ， 
然后 除 以 6， 求 得 2.172 英尺 。 此 较 方 恒 的 是 在 询 出 最 后 一 
个 和 值 时 记 往 要 乘 以 4， 然后 用 1+1+4=6 除 总 数 。 这 个 平均 
僵 叫 作 加 权 算 术 平均 值 。 如 果 已 知 a1 的 权 为 ww， aa 的 权 为 
ww2，98 的 权 为 wa'''，a; 的 权 为 ww， 那么 加 权 算术 平均 值 
是 


1 
PT "rt ws 


(Cwatt wags Tt was r+ + engn)o 
很 容易 验证 ， 加 权 算 术 平 均 和 信 有 具有 一 切 平均 值 都 有 的 两 个 性 
质 ， 虽 然 我 们 将 要 讨论 的 内 容 可 以 推广 到 加 权 平 均值 ， 但 我 
们 将 不 作 这 个 推广 。 我 们 只 是 引出 了 较为 麻烦 的 算式 ， 而 没 
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有 增加 芷 何 实质 性 的 概念 。 
再 举 一 例 。 假 设 我 们 有 5 个 正方 形 ， 边 长 为 1 英 凡 的 有 
二 个 ，、 边 长 为 2 英尺 的 有 一 个 ，5 黄 尺 的 有 一 个 ， 了 7 英尺 的 
有 一 个 。 什 么 是 正方 形 的 平均 估 明 ? 如 果 我 们 感 兴 趣 的 是 正 
方形 过 长 的 平均 值 ， 那 么 就 是 求 长 度 的 平均 值 , 为 3.2 英尺 。 
如 果 我 们 感 兴趣 的 是 正方 形 的 面积 ， 那 么 我 们 有 二 个 正方 形 
的 面积 是 1 平方 英尺 ， 一 个 是 4 平方 英尺 ， 一 个 是 押 平方 
英尺 ， 一 个 是 如 平方 英 吧 ,面积 的 平均 值 就 是 16 平方 英 只 。 
它 对 应 于 边 长 为 4 英尺 的 正方 典 。 对 于 过 来 说 ， 我 们 需要 的 
季 均 正方 形 的 边 长 为 3,2 英尺 ， 但 对 于 面积 来 说 ， 平 均 正 方 
形 就 要 大 些 ， 其 边 长 为 4 英尺 。 如 果 考 察 我 们 是 如 何 得 到 这 
个 数 4 的， 那么 看 到 首先 是 把 长 度 平方 ， 然 后 把 这 些 平 方 数 
可 加 ， 晤 后 除 以 它们 的 个 数 5， 并 就 这 个 结果 再 取 平 方 根 。 
这 样 一 个 平均 值 听 作 均 方 根 。 数 ab az aa … "ar 的 均 方 很 是 


Refitt t+) (3) 


这 个 平均 值 亡 具有 一 切 平均 值 的 两 个 性 质 。 我 们 将 只 验证 它 
是 齐 次 的 。 如 果 我 们 用 “ 乘 (3) 中 的 每 个 ae， 有 


fC 2 iat tad + :+ tod) 


/Ls a taltast... +a) 


一 
=1f att eft te te), 


这 恰好 是 (3) 的 卫生 以 :。 
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在 前 面 这 些 例子 中 ， 算 术 平 均 秆 不 天 于 均 方 根 。 这 不 起 
偶 热 的 ， 它 对 任何 数 集 a1 co es … en 都 是 能 成 立 的 。 为 了 
证 圾 这 个 事实 ， 首 多 要 证 明 另 一 个 事实 (7》。 证明 这 另 一 个 
事实 的 本 向 就 是 相当 有 趣 的。 
如果 有 一 个 数 ， 无 论 是 正 ， 是 负 ， 或 是 零 ， 它 平方 的 结 
困 或 是正 数 或 是 零 。 因 此 ,无 论 cr: 和 di 是 什么 数 ， 都 有 
Oe{c—di)i=cl—20d1+d?, 
这 个 不 等 式 两 翔 同 时 加 上 2 cid1， 得 
20d1 人 ei di 
类 似 的 方法 ， 有 
2 cads cd td}, 
2 cads Ec3+ od3, 
2 end, elt di, 
因为 答 个 不 锋 式 契 端 都 小 于 或 等 于 有 端 ， 所 以 左 问 的 和 小 于 
或 等 于 右 问 的 和 ， 
2 edit 2 eada 2 cdst rd ond 
ci 十 ?十 十 十 cd 二 十 cd3, 
我 们 可 以 把 它 性 写 为 如 下 形式 
3fcidi 十 cd 十 cacs 十 二 cn) 

有 (十 十 5 和 十 十 二 【人 二 全 二 人 十 4) 
这 对 于 任意 的 数 cl ca ca co dy do dd 都 是 能 成 立 
的 。 现 在 如 果 at ma ea yan 各 By, ps yp 也 是 任意 
数 ， 我 们 可 以 取 


二 4 Di + 让 re ba 
r= (5) 
y ?ta2 二 a :as 
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b 五 5 在 
zi 一 全， da= 一 ， ds =， a 一。 


因为 ciz: 一 ra ab ca'da=apbor t+*, cndn=anbns (4) 
式 就 成 为 
2{ab1t arbit rbst+ + Tabn) 
《2 十 六 2 十 2 十。 十 7202) 十 


| [| D2 ba 
( 革 + 各 + 和 + + 如)。 (6) 


利用 (5) 式 ， 省 端的 第 一 部 分 可 以 改写 为 
rai 十 G 十 @ 十 -十 本 


1 
a 十 人 十 :十 a2 


(at Tai ast ee tt adibit 2+ eth) 
类 们 地 ，( 《6) 式 的 右 端 第 一 部 分 基 


二 ( 恒 十 下 二 天下 直到 


(ee 十 如 小 训 十 * 十 cz 


二 生生 十 生 2 二 2 三 直到 十 如 十 十 大 ) 
那么 (6) 式 就 成 为 
2(aBbi asbs+ abst+ + arbn) 
< 2 VOTTRTT Ta DTT 
两 端 都 除 以 2， 得 
bi aobs 十 bs et tend 
(7) 
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这 就 是 以 法 国 数学 家 柯 西 的 名 字 命名 的 柯 西 不 等 式 。 

为 了 证 明 算 术 平 均值 不 大 于 均 方 根 ， 我 们 记 住 7) 式 中 
的 a 和 上 可 以 是 任意 数 ， 并 且 令 和 = 如 二 旭 二 *…， = bas 
那么 我 们 有 


有 十 党 十 全 二 十 经 区 


严 nn 2 


1 1,1 1 
[人 + 中 )( 址 + 圳 + 去 +…++ 吉 )。 


其 中 右 端 后 一 个 括 融 中 恰好 有 + 项 十。 由 于 ne* 沁 二 小， 不 等 
武 变 为 


1 
tatast +n) (af+ a3+ad+ “tan 


因为 左 端 是 算术 平均 值 (1)， 右 端 是 均 方 根 (3)， 所 以 这 正 是 
我 们 所 需要 的 证 明 。 

青 仿 顾 一 下 (7) 式 的 证 明 方 法 是 值得 的 。 实质 性 的 概念 
基教 的 平方 永远 不 是 负 的 。 由 此 得 到 若干 个 不 等 式 ， 它 们 的 
和 和 为 (4) 式 。 虽 然 在 (4 式 中 还 看 不 到 什么 ， 但 是 ， 我 们 如 果 
用 另 一 些 字母 的 一 定 移 结 合 来 代替 。 和 4 就 得 到 了 (7)。 一 
组 字 苹 用 太 一 些 字母 来 代替 前 方法 ， 在 研究 不 等 式 时 是 经 党 
业 用 的 ， 有 时 其 至 会 带 来 意 想 不 到 的 结 办 。(7?) 式 的 证 明 , 昌 
然 不 是 那么 简单 ， 但 这 十 可 以 作出 的 ， 若 首先 十 明子 (7), 然 
后 代 换 (7) 的 字母 就 得 到 了 (4 。 

为 了 介绍 绊 均 值 竟 更 多 的 形式 ， 我 们 来 看 另 一 个 衡量 的 
例子 ， 把 一 个 物 伴 放 在 天 平 的 一 个 盘 上 ， 而 在 另 一 个 盘 上 放 
一 夸 码 使 天 平平 窒 ， 称 得 物体 的 重 基 。 如 果 天 平 制 址 得 不 精 
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允 。 或 者 因为 损伤 而 使 天 平 二 导 的 疙 话 略 有 不 同 ， 因 而 使 称 
县 不 准确 。 要 精确 测定 二 辟 长 度 和 通常 是 不 可 能 的 ， 所 以 我 们 
将 作 二 次 称 量 ， 第 一 次 是 把 权 称 是 的 物体 放 在 左 盘 上， 第 二 
钦 再 把 它 访 在 右 盘 上 。 如 时 这 二 次 称 量 的 结果 是 ss 和 as， 那 
么 什么 是 物体 的 真正 重量 呢 ? 我 们 是 取 算 术 平 均值 ， 还 是 另 
一 种 举 均 值 更 好 昵 ? 要 回答 这 个 问题 ， 我 们 可 以 假设 天 平 的 
左 辟 长度 是 上 ， 而 布 募 长 度 是 >。 虽 然 我 们 不 能 准确 测定 这 
些 长 谋 ， 但 是 ， 屠 必然 有 一 定 的 长 度 ， 初 等 物理 已 经 证 明 ， 
重量 和 一 端 臂 长 的 乘 很 ， 等 于 另 一 问 的 对 应 乘积 。 如 果 zw 是 
物体 的 真正 重量 ， 那 么 对 于 第 一 次 称 量 就 应 有 wl 二 a1r， 击 
对 于 第 二 次 称 量 则 是 wr = wslt。 如 果 这 些 方程 的 左 端 入 莱 ， 
同时 右 端 也 相 乘 ， 求 得 wlwr 二 zrasl， 两 咏 都 除 以 如 ， 得 
w? 二 mas。 物 体 的 真正 重申 就 由 公式 ww 二 Yatraz 纵 出 。 这 就 
是 平均 值 的 一 个 新 形式 , 它 就 叫 作 数 a 和 as 的 几何 平均 值 。 
多 于 两 个 数 的 几何 平均 值 是 指 什 么 昵 ? 如果 我 们 已 娟 
个 正 数 er an ws， ea， 首先 把 它们 莱 在 一 起 ， 得 到 ala 
aa"* "aro 然后 我 们 应 求 得 这 个 数 的 平方 根 四 ? 要 解决 这 个 问 
题 ， 我 们 应 记得 一 个 平均 值 必 须 是 线性 的 。 如 果 我 们 用 1 屠 
每 一 个 a， 车 积 变 为 feytaz'ias tds 二 t™* da dg "ds, 
如 果 将 最 后 的 结果 苹 以 :， 我 们 必须 取 x 次 方 根 ， 而 不 是 平 
方 根 。 我 们 现在 可 以 说 壮 个 正 数 的 几何 平均 值 是 
”一 光 alasag va。 (3) 
有 其 平 均值 的 最 壮 名 的 定理 之 ~ 是 几何 平均 和 算术 平 向 
的 定理 。 它 表述 为 个 正 数 的 几何 平均 入, 不 大 于 算术 平均 
慢 ， 郧 G 专 4。 这 个 定理 有 几 种 证 明 方 法 。 我 们 将 介绍 的 是 
由 柯 西 给 出 的 特别 有 走 而 简单 的 证 明 。 首 先 我 们 证 表 定理 
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为 二 全 数 时 的 情形 。 我 们 省 
; yy 
(2) = 地 (d+2 eat 43) 一 (a 一 2 tias 十 
a 十 4 dada) 


= 了 了 (a1~2 dt Ae) + a 


因为 平方 ( 全 也 全 不 是 负 的 ， 所 以 (全 二) 是 al om 增加 
一 个 非 仙 的 如 。 也 就 是 
am< (2)。 (9) 
太庙 的 平方 根 是 G， 而 万 端 平方 根 是 4， 这 就 证 明了 任意 二 
个 数 a 和 a 情形 时 的 定理 。 
现在 我 们 证 明 个 数 更 多 时 的 定理 。 比 较 自然 的 是 先 证 三 
个 数 ， 但 我 们 暂时 先 来 证 明 轨 个 数 时 的 情形 。 由 于 (9) 对 于 


任何 数 <: 和 a4 都 是 正确 的 ， 我 们 可 以 用 as 人 代替 a1， 用 
代替 ass， 有 


外 


2 
osrat<s( SE) 


由 此 以 及 (9) ,我 们 有 
aaamciss 人 2 和 二 和 2) (444), 


刀 即 


, a 
A rd Gn 8. «10) 
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再 一 次 利用 对 任何 数 都 成 立 的 (9)， 但 现在 我 们 用 (2 二 全 
代替 < 用 (2 全) 代 杰 ww， 得 


(3 NN} - 
(Ht) , 
把 送 用 到 (10) 中 ， 我 们 求 得 


4 
areamoat< (St) 本 {117 


困 为 左 端 的 下 次 方 根 是 @ ， 而 右 端 的 四 次 方 根 是 4， 丙 以 这 
就 是 四 个 数 时 我 们 的 定理 。 

我 们 可 以 重复 这 些 论 迹 进 而 证 明 八 个 数 时 的 情形 。 利 用 
《11)， 我 们 有 


mm 二 aatastar 
GRIGGEATAB < (te 


( rot aet 81+ as ) 
4 全 


和 而且 如 同 以 前 一 样 ， 可 以 把 (9) 应 用 于 帮 端 ,得 


QAI 二 etastat+astastartaa 
Add agaATA (2 este tertes ) ， 


这 就 给 出 了 八 个 数 时 的 定理 。 

姑且 我 们 用 完全 相同 的 方法 继续 证 明 下 去 ， 我 们 看 到 ， 
如 果 ==2,4，8,16.… 一 2,3,23,24，,.… 汪 即 如 果 是 2 的 寡 
时 ， 那 么 对 于 这 样 的 个 正 数 a1 a2,as,，…' 的 集合 ， 有 所 
4。 我 们 还 必须 证 明 n=3,5,6*，" 妈 不 是 2 的 宪 时 的 定 香 。 
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搞 在 ,这 是 很 容易 的 事 。 如 果 ls a Has "ea, 是 nn 个 性 俐 正 
数 ， 我们 可 以 找到 一 个 大 于 的 2 的 矫 ， 设 为 2*{ 例 如 ， 如 
果 ”一 50， 因 为 站 = 642>60， 我 们 取 w=6)。 然 后 我 们 令 


bla 六 = ba = iA3y "'*, 忆 一 4 batl Dara + 
ba = A, 
其 中 4 是 a 的 算术 平均 值 (1)。 现 在 刀 , 52; 55,，"，Bzr 是 2 个 
正 数 的 集合 ;我们 早已 证 明 ， 它 念 的 几何 平均 值 不 大 于 它们 
的 算术 平均 值 ， 


2 DDD Di Sb t bt byt + bn)o 
不 等 式 的 两 端 同时 为 2" 次 方 ， 并 且 把 3 的 值 代入 ， 我 们 有 
他 183G8 a A AR 秆 Gtatat 
2 
+ 
时 (1 ， 右 端 可 化 简 为 


1 Am— 7 = | = 2m 
丢 nA4+ 了 4 一 一 A =A* ， 


然后 两 端 同 除 以 4””， 得 到 


Qs dA, 


两 端 硝 开 7 次 方 ， 有 
Yagas" BE Aidtat mt hy 


或 所 4， 这 就 是 算术 平均 和 几何 平均 定理 。 
[ 注 ] 1 英尺 = 了 2 英寸 -一 怪 注 
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16， 有限 点 集 的 跨度 贺 


1， 我们 现在 研究 平面 上 由 个 点 PI， Pe"…P 了 ,组 丰 的 
有 限 集 。 每 一 对 虚 P 和 了, 的 距 匈 都 是 能 测量 的 。 在 这 些 距 
离 组 成 的 有 限 集 中 ， 必 有 最 大 者 ">， 这 最 大 距离 称 为 点 集 的 


如 果 普 个 点 的 集 的 跨 
度 为 4“， 那 么 我 们 能 作 一 
羊 拯 为 4 的 辐 ， 它 完全 包 
国 了 这 个 点 (图 50)。 
以 这 4 个 点 的 任 一 点 比如 
PP 为 中 心 ， 半径 为 < 作 
圆 ， 因为 Pi 到 其 它 每 一 

图 50 虑 的 距离 焉 多 是 4， 这 个 
图 包含 所 有 其 它 的 Ps, Pa,'** 卫 ,。 

然而 ， 我 们 还 能 作 一 个 仍然 包围 = 个 点 的 较 小 的 园 。 首 
先 我 们 找 一 对 点 ， 它 们 的 距离 为 #4， 老 这 样 的 点 对 有 若干 ， 
则 任远 一 对 ， 设 为 Pi 和 种 P;; 然 后 以 了 i, 了 ;为 中 心 作 二 个 贺 。 
以 Pi 为 中 心 的 图 必 过 P，， 反 之 亦 然 。 现 在 该 二 加 中 的 任 一 
个 必 包 图 了 这 个 集 的 所 有 的 点 。 这 样 ， 所 有 的 点 世 就 在 平面 
上 二 图 的 公共 部 分 内 ， 这 部 分 就 是 图 形 中 加 阴影 的 地 方 。 如 
打 这 二 个 贺 交 于 51 和 Sa, 则 以 81, 5 为 直径 的 加 包围 了 这 公 
共 面 积 ， 因 渔 包 围 了 整个 点 集 。 这 新 园 的 半径 r， 可 通过 把 
毕 达 哥 拉 斯 定理 用 于 三 角形 PLMS, 而 求 得 
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(人 

我 让 称 包 国 所 有 点 的 图 为 该 集 的 一 个 包围 圆 。 原 包 力图 
的 半径 为 > 一 4， 我 们 刚 建 立 的 新 图 的 半径 为 "= 全 Y 本 = 
0.866.，d。 

2. 这 个 卫 能 否 用 现 小 的 数 代 赫 呢 ? 荣 格 发 现 的 下 术 
定理 给 出 了 回答 ， 低 章 二 个 路 度 为 & 的 有 限 点 集 ， 有 一个 半 
径 不 大 于 子 Y 可 =0.577,….d 的 包 图 回 。 有 许多 有 限 点 集 有 
更 小 半径 的 包 图 回 ， 而 有 些 点 集 只 有 这 样 大 的 包 图 立 。 另 一 
方面 ， 不 论 哪 个 包 国 贺 内 的 任意 二 点 相距 不 能 比 直径 2 更 
远 ， 我 们 还 有 3 r>>d， 因 而 包 印 加 半径 不 能 小 于 生 。 药 格 


定理 的 证 明 就 是 本 篇 的 目的 。 
对 于 边 长 为 4 的 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 组 成 的 集 , 很 容 


易 求 得 半径 为 全 V3 的 一 个 包围 回 ， 它 是 这 个 三 角形 的 外 搂 


加。 利用 图 51 的 记号 ， 且 设 
rr 十 x 二 外， 我 们 中 直角 三 角形 
4BD 中 看 出 ， 帮 = 站 十 


a 、 | | 


_34d? 
二 站 了 C1) 
即 。  h=V3。 (02) 图 61 


在 三 角形 DCM 中 ， 我 们 有 
Ea + 人 = 了 


是 Cr)t er ， 


2 
尼 一 2 条 十 m 二 全 -一 ri 
下 十 -全 21 
利用 〈D， 我 们 得 到 
di=2 hr, 
a 


"2 


dd 
姑 后 由 (2) 得 7 一 了 7 了 Y 3 


对 于 等 边 三 角形 ， 这 外 搂 园 显 然 是 最 小 包 图 期 。 热 而 我 
们 现在 不 详 述 这 一 点 ， 因 为 今后 它 还 要 出现 。 

3、 为 了 证 明 任意 有 限 点 集 的 业 格 定理 ， 我 们 将 由 试 在 
所 有 可 能 的 包 国 回 中 选取 最 小 半 和 伍 的 加 开始 。 我 们 将 道 过 一 
系列 步 怠 逐步 得 到 较 小 的 包 图 贺 。 

I .一 个 包围 加 C, 如 果 在 其 圆周 上 没有 有 限 集 8 上 的 
点 ， 则 通常 能 用 一 个 较 小 贺 Cs 代替。 我 们 可 以 以 C1 的 中 
心 M 为 图 心 ， 并 通过 离 M 最 远 的 $ 的 点 (或 某 些 点 ) 作 圆 C2。 

I 如果 只 有 有 限 集 $ 上 的 一 个 点 在 包围圈 Cs 上 ， 那 
么 这 个 国 可 用 一 个 较 小 的 图 代 蔡 ( 图 52) 。 设 5 是 在 圆周 Cs 
上 5 的 一 个 点 ， 我 们 作出 通过 8 上 的 另 一 点 且 与 Cs 在 已 点 
有 相同 切线 的 所 有 图。 这些 圆 都 在 Cs 的 内 部 。 设 这 些 贺 中 
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景 大 的 一 个 为 Ci。 它 与 Cs 不 同 ， 国 为 Pi 大 在 Ca 上 的 3 的 
一 点 ， 而 C 有 5 的 另 一 点 在 它 的 网 周 上 。 现 在 Ci 包含 所 有 
新 闻 及 5 的 所 有 点 ， 而 且 它 有 二 个 点 在 其 图 周 上 且 较 Cs 小 。 


图 52 . 图 时 


五， 在 一 包围 贺 周 上 的 5 的 点 能 分 割 贺 周 为 弧 。 为 了 方 
恒 ， 今 后 我 们 称 除 端点 是 8 的 点 外 ， 没 有 3 的 点 在 其 上 的 惑 
为 “自由 一 一 点 " 弛 。 我 们 缩小 贺 的 第 三 个 步 难 可 以 这 样 来 叙 
述 ， 如 果 一 包围 贺 的 “自由 点 " 终 大 过 半圆 周 ， 那 么 该 包 
国 图 可 由 较 小 圆 代替 "5 。 

令 Pi 和 Ps 是 5S 的 二 个 点 , 且 是 包围 图 Cr 的 “自用 一 一 
点 " 强 5 的 端点 ， 且 设 53 大 过 半 癌 周 (图 53)， 我 们 以 PiP， 
为 直径 作 贺 C"， 如 果 C" 包围 了 5 的 所 有 点 ， 则 它 是 较 Cs 
小 的 包 雷 区， 因为 车 Cs 的 续 忆 Pa 不 是 直径 (否则 二 是 半圆 
局 ) 那么 Cs 必 大 过 C”"。 如 果 不 是 所 有 的 5 的 点 都 被 0" 包 
围 ， 那 么 剩 下 欧 点 必 是 在 5 与 0" 之 间 的 新 月 形 移 面积 内 
(图 形 的 阴影 面 }。 在 5 上 没有 不 同 于 Pl 和 P; 的 5 的 点 ; 二 
为 它 是 "自由 一 一 点 " 强 。 我 们 作 过 P,P 及 新 月 形 内 的 5 的 
一 点 的 所 有 的 贺 。 每 一 个 这 样 的 加 的 在 Cs 内 部 的 那 部 分 贺 
属 是 在 新 月 形 的 肉 部， 因而 是 在 C" 的 外 部 。 在 C* 内 部 的 
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那 部 分 圆周 是 在 Cs 外 部 。 设 Cs 是 在 新 月 形 内 的 贺 强 高 七 
BiPs 景 远 的 那个 图 。 闭 么 这 个 图 Ce 包围 了 5 的 所 有 的 点 ， 
因为 它 包 国 了 5 在 新 月 形 内 的 所 有 的 点 ， 以 及 Cs 和 C” 的 
公共 面积 。 这 个 面积 包含 了 5 的 所 有 其 它 点 。 而 且 ，Cs 较 
cs 小 。 它 的 页 局 是 在 Cs 和 C” 的 加 局 之 间 ， 因 而 它 的 入 心 
较 Cs 的 圆心 距 节 PiPs 近 ， 因 此 比较 小 。 

如果 一 包围 图 不 再 能 利用 工 .工本 而 变 小 ， 那 么 它 就 不 

能 有 一 个 大 过 半 盔 周 的 “自由 一 -点 ” 绪 ， 这 样 一 个 加 必然 或 

沽 有 S 的 二 个 点 ， 它 们 是 一 个 直径 的 端点 ， 或 者 它 必 然 有 三 
个 或 更 多 个 3 的 点 ， 这 些 操 分 割 圆周 为 车 毛 殿 小 于 半 阿 周 的 
弧 。 我 们 称 第 一 类 包围 山 为 "直径 圆 "， 第 二 类 为 “三 点 圆 。 
把 5， 下 ， 焉 步 应 轴 于 任 一 个 包围 茵 ， 最 终 能 得 到 这 二 业 中 
一 种 。 包 网 圆 也 可 能 同时 属于 此 二 类 ， 例 如 经 过 正方 形 四 
个 端点 的 调 。 

4. 现在 设想 作出 了 所 有 以 8 的 两 个 点 为 直径 的 端点 的 
天 以 及 过 $ 的 三 个 点 的 贺 "。 不 是 所 有 这 样 的 圆 都 是 包装 
圆 ， 但 却 包含 了 任意 “直径 圆 ? 和 “三 点 团 *。 六 为 前 面 那些 陨 
合 起 来 是 有 限 个 ， 所 以 直径 圆 和 三 点 加 只 能 有 有 限 个 。 因 而 
我 们 可 以 比较 所 有 这 些 特殊 的 国 ， 并 从 中 挑 出 最 小 的 一 个 。 
这 个 圆 5 就 是 最 小 的 包围 圆 。 因 为 有 
中 最 小 的 二 个 ， 且 由 于 工 ， 工 和 亚 ， 它 尼 是 小 于 任何 其 它 
图 加 的。 并 且 它 荐 唯一 的 。 和 保有 同样 大 小 的 第 二 个 包 国 @ 
C“( 图 54)， 那 么 3 和 将 在 C 及 C’ 肉 ， 于 是 S 只 能 在 它们 的 公 
共 面 积 内 ， 而 这 个 面积 可 被 较 小 图 C* 包围 ， 这 与 C 的 家 小 
性 了 矛 怖 。 我 们 将 称 这 唯一 确定 的 有 限 集 $ 的 最 小 包围 加 为 有 
限 总 集 8 的 跨度 圆 。 这 上 度 图 C 上 没有 大 过 半 贸 周 的 “ 自 
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ml 


图 54 图 55 
由 一 一 点 张 "”， 因 为 根据 韭 ， 它 就 不 是 最 小 的 包围 加 了 。 
5 现在 我 们 来 证 明 跨 接 加 的 半径 不 超过 所 V3。 为 此 


目的 ， 我 们 于 3 在 男 周 C 上 的 虚 中 ， 选 出 相 骨 最 远 的 点 对 。 
车 这 点 对 之 间距 离 为 5， 则 一 定 不 大 于 5 的 跨度 4。 
首先 ， 可 能 蔽 巧 这 3 的 二 个 点 是 C 的 直径 的 端点 。 在 此 


情况 下 ，C 的 直径 3" 等 于 6<d。 央 而 我 们 有 >< 写 ,从 耐 肯 ， 


定 r< 人 VE。 


鞭 次 ， 可 能 不 是 这 各 情况。 那么 我 们 选取 加 局 上 最 大 
的 "自由 一 一 点 " 强 ?。 如果 有 若干 个 强 都 相等 ， 则 任 选 其 一 。 
5 的 终点 已 和 Pi 特 是 S 的 点 。 强 5 小 于 半 居 周 ， 因 为 C 上 - 
没有 “自由 一 一 点 " 强 能 大 过 灶 国 ,而 如 果 它 恰 等 于 半 团 周 时 ， 
则 了 P: 和 Ps 就 是 直径 的 端点 ， 我 们 也 就 将 回 到 第 一 种 情况 。 
现在 我 们 作 攻 PiPz， 并 在 其 上 作 直 线 垂 直 于 它 前 端点 【图 
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55)。 这 些 疏 直线 将 交 轿 于 另外 二 点 Q: 和 Qs。 由 Qi 和 2 
隅 开 的 弧 5 与 弧 相对 并 和 它 全 等 。 点 Qt 和 Qs 不 属于 5， 
因为 @ 和 P; 正如 Q; 和 户 一样 ， 是 直径 的 况 点 。 因 此 ,如 
果 吕 :或 Qs 属于 SS， 我 们 将 再 次 本 到 第 一 种 情况 。 然 而 组 至 
不 可 能 是 “自由 一 一 点 ? 弧 。 因 为， 如 果 它 是 ， 它 就 能 通过 不 
属于 5 的 Qi 和 Q@s 延伸 ， 从 两 形成 一 个 更 大 的 自由 一 一 点 
缠 。 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 自由 点 缴 不 能 大 于 5 。 

所 以 ,在 多 上 的 Q 和 Qs 之 间 , 至 少 存在 $ 的 一 个 虚 Ps。 
点 Pi, P;, Pa 组 成 一 个 锐角 三 角形 。 在 Pi 和 PP; 处 是 锐角 ， 
”因为 它们 小 于 我 们 在 这 些 点 上 所 作 的 直角 。 在 Ps 上 的 角 截 
取 小 于 半 区 的 弓 。 由 于 一 个 内 接 于 半 岗 的 角 是 直角 ， 而 且 
较 小 的 角 相 当 于 较 小 的 弧 ， 所 以 Ps 也 是 锐角 。 

圆周 C 被 PL，P;，Ps 分 割 为 三 诺 弧 。 其 中 一 个 琶 必 须 


至 少 和 圆周 的 二 一 样 大 ， 但 小 于 半圆 周 ， 因 为 Pl， Ps， Ps 


的 角 是 锐角 。 因此 它 的 弦 P,P, 必然 至 少 和 上 工 图 周 所 对 的 张 


一 样 太 ， 即 至 少 和 内 接 于 CC 的 等 边 三 角形 的 边 : 一 样 大 。 由 
于 了 P,P,; 的 长 度 至 多 是 跨度 4， 我 们 有 s 拟 4， 
我 们 在 第 二 节 已 知 外接 于 边 为 ， 的 等 边 三 角形 的 圆 的 半 


径 为 ”一 二 Y 3 。 由 于 s 所 4， 关于 C 的 半 笃 r， 我 们 有 ， 
rs 蕊 Y 3 ， 这 就 完成 了 证 明 。 


6. 我 们 还 想 知道 ， 是 否 们 Y 3 的 界限 对 一 般 的 有 限 点 


入 不 能 再 城 小子。 让 我 们 把 第 4 书 的 方法 用 于 由 等 过 三 角形 
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和 


前 三 个 顶点 组 成 的 点 集 并 。 如 图 56 所 示 ， 作 了 以 开交 二 个 点 
为 直径 濡 点 的 加 以 及 通过 工 揭 三 个 点 房 作 的 圆 。 这 些 男 中 的 
砍 一 竟 一 个 包围 赔 是 过 三 个 点 的 加 , 即 等 边 三 角形 的 外 接 间 。 
役 有 共 他 的 图 能 和 这 一 个 作 比 较 ， 因 此 这 就 是 跨 麻 图 。 这 个 


三 角形 的 边 是 跨度 4， 并且 外 接 加 的 半径 是 = 所 V3。 因 为 
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这 个 特殊 的 有 限 集 有 半径 为 3/ 3 的 跨度 国 ， 所 以 一 般 有 


限 点 集 的 界限 就 是 不 能 再 减 小 的 了 。 

这 里 ， 我 们 根据 第 4 他 证 明了 外 护 置 实际 上 是 点 集 工 的 
跨度 圆 。 和 起 来 这 象 是 很 明显 的 ， 人 也 这 并 不 是 不 证 自明 的 。 
一 个 钝 角 三 角形 的 顶点 的 跨度 圆 就 不 是 外 接 了 四， 而 是 三 角形 
的 最 大 边 作为 直径 的 圆 《图 57)。 


[二 1 利 月 第 8 篇 第 9 节 亚 ， 已 知 " 个 点 中 的 不 同 的 点 对 数 为 一。 


[ 注 2]) 工 和 荆 可 里 作 吓 区 的 特殊 情 典 ， 因 为 在 这 二 种 情 上 形 中 整个 贺 辕 是 
“自由 一 一 点 " 强 。 


[ 注 条 这 些 略 到 多 有 ?于 十 区 2 人 一 全 个。 


17。 用 有 理 数 有 逼近 无 理 数 
z+ 的 一 个 历史 悠久 而 名 知 的 近似 值 是 了，( x 是 半径 为 


1 的 区 的 面积 )。 还 有 V2 儿 乎 是 于。 然而 ,这 类 说 法 的 确切 
的 数学 含义 是 什么 昵 ? “大约 和 “几乎 "这 两 个 词 在 数学 调 汇 
中 并 无 真正 的 地 位 ， 但 这 些 说 法 必 有 某 些 意义 。 为 什么 好 


常常 用 来 近似 表示 式 呢 ? 也 就 是 说 ， 为 什么 它 总 是 比 以 8 为 
分 母 的 分 数 好 呢 ? 
1. 假定 已 知 一 个 数 2， 那 么 就 可 以 得 出 任意 逼近 它 的 
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一 些 分 数 或 者 【如 数学 家 党 说 的 ) 一 些 有 理 数 。 例 如 ， 如 果 
忆 二 XY 二 3,14159. .+:， 郑 么 分 数 


31 314 141 
3.1 一 订 ，3.14 一 -iT，3.141 一 0 和 


就 越 来 越 接近 =。 很 明显 ， 第 一 个 分 数 与 的 益 小 于 5, 因 


为 记忆 经 是 太 大 了 ， 筑 二 个 分 数 与 地 的 差 小 于 下， 等 等 


用 同样 的 方式 ， 如 景 已 知 一 个 数 叫 的 小 数 展 牙 ， 那么 就 能 以 
尾 意 精确 程 庆 来 通 近 数 mw。 
这 个 论断 有 一 定 的 缺点 ， 因 为 它 与 只 是 为 了 方 恒 而 随意 
选 泽 的 十 进 计 算 制 庶 系 着 ,而 这 种 选择 仪 与 数字 的 结构 有 关 ， 
并 不 反映 数 字 的 实质 。 然 而 ， 我 们 很 容易 从 选择 计算 系统 的 
候 然 性 中 解脱 出 来 ， 并 且 提 出 以 下 的 论断 ， 在 这 个 论断 中 用 
任意 一 个 整数 = 的 审 代 赫 10，10? 等 等 。 
定理 1， 如果 是 伍 间 一个 数 ， 而 是 任 闪 整数 ， 那 么 
Im 1 1 
站 证 分 导 为 ?的 有 再 数 m， 宣 与 全 的 藉 小 开关 05 一 万 < 
1 


例如 ， 设 w=V2， nb6, 那么 忆 必 在 1 与 2 之 闻 , 风 
及 它 处 在 数 


, 
5: 3? 人 5? 6 2 {1) 
所 形成 的 5 个 区 间 中 的 某 一 个 内 。 这 些 区 间 短 一 个 的 长 都 是 
工 。 无 需 进一步 计算 就 可 知道 ， 这 些 数 中 小 于 Y 了 的 时 后 的 
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痢 个 数 ， 是 分 苹 为 5 且 与 V 的 差 小 于 二 的 分 数 。 一 般 ， 对 
于 任意 给 定 的 w 和 整数 x、 希 要 考 罕有 理 数 

-二 g+i, g++ s+ el, et+1, {2) 
这 里 & 是 小 于 ww 且 最 接近 ww 的 整数 。 在 这 些 数 中 必 有 小 于 


ww 的 最 后 的 数 ， 或 等 于 w 的 数 ， 因 而 与 w 的 闫 应 小 于 十 。 
设 这 个 数 等 于 8 十 二 ， 那 乏 有 不 等 式 
osw—( z+ 二)< 二 (3) 
成 立 。 这 就 是 要 证明 的 定理 I。 
让 我 们 来 寻找 V3 介入 其 中 的 数列 (1) 中 的 两 个 数 。 为 
了 计算 的 方便 ， 设 法 消去 分 县 5， 于 是 将 数列 (1) 的 所 有 数 
增加 6 倍 。 问题 转化 为 ， 在 数列 1) 的 5 信 数 的 哪个 区 疗 
内 ， 即 在 数列 5，6，7，8，9，10 之 间 芍 哪个 区 间 内 ， 丛 好 


落 人 W 2 的 五 倍 值 , 即 5Y 一 Y 站 W 3 = Y50, 或 者 换 句 话 
说 ， 要 找 的 是 小 于 TY 50 的 最 大 整数 。 因 为 49<50<<64， 那么 


7<Y50<8: 这 样 ， 找 到 的 数 是 7。 除 以 5, 可 知 V 在 工 和 
与 之 闻 ， 寺 是 得 
了 1 
os(V3-T)<i, (4) 


如 果 我 们 也 消去 分 母 ， 定 理工 的 证 明 也 可 以 大 大 简 忙 。 
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我 们 以 nw 代 赫 wm 加 以 考察 ， 并 且 守 求 不 超过 nw 的 最 大 整 
数 。 如 果 mm 是 所 找到 的 不 超过 nw 的 最 大 整数 ， 则 有 mm 过 
nw<mt+1s 

因此 0 niw—m< 1, 

除 以 xn， 得 


m1 
0 所 到 一 语气 广 。 


这 个 不 等 式 正 是 我 们 所 需要 的 结果 。 
2. 因 化 ,关于 确 有 有 理 数 接近 yY 和 这 一 事实 ， 并 没 


有 什么 特别 的 地方。 那么 2 近 平等 于 r， 二 近乎 等 于 Y 了 
的 论断 是 什么 意思 呢 ? 这 就 是 表示 5 大致 地 接近 Y 2 ， 它 们 


的 差 小 于 二 ， 这 是 刚才 证 明 的 定理 所 保证 的 。 但 是 ， 可 以 有 
更 精确 的 估计 。 验 证 下 述 不 等 式 是 容易 的 ， 
了 17 


?7 17 已 7 
因此 ， V2 与 5 的 差 小 了 5 的 莽 ， 即 


但 由 定理 1 得 到 的 则 是 差 鼎 小 于 三 。 与 此 类 似 ， 阿 基 米 德 给 
出 了 如 下 不 等 式 


10 I 
3 1 
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22 YA It TH 10 
7 =<(31 7 ) (9 ) ?1 


而 按 定 理工 得 到 的 这 个 差 的 界 等 于 广 。 


但 是 ， 有 理 数 “更 加 楼 近 ” 已 如 数 的 思想 仍 未 成 为 一 种 数 
学 概念 。 现 在 要 证 明 一 个 给 这 个 问题 以 完 金 确定 意 六 的 定 
理 。 


二 


7 的 分 


m 
eI 
业 


应 用 上 面 的 二 个 例子 ， 可 以 类 定 Y 一 全 小 于 走 - 让 


而 好 -= 小 于 圳 = 二 。 员 然 实际 的 差 仍 小 于 这 个 新 定理 所 


钨 定 的 界 。 但 这 个 定理 较 第 一 个 极 平 常 的 定理 大 为 精确 ， 因 
而 后 者 是 前 者 的 一 个 改进 ， | 
为 证 明 这 个 定理 , 我 们 考察 的 不 仅 是 Nw 和 小 于 它 的 最 
大 驶 数 ， 而 是 一 系列 数 
Ww 2 Bg Nowy 
以 及 小 于 上 面 这 些 数 的 最 大 整数 ; 8&1，g2，ga,"**，gxw。 于 
是 我 们 有 


12%8 


得 


Ow— gL, O02 wo— gs, 人 


为 了 便 了 理解， 我 们 先 举 一 特例 。 设 w 一 Y 2 ,N=13， 

Vi.41d. .=1+0.414.. 

2¥ 2 一 2.828.… 一 2 二 0.828.，- 
3Y 2 =4.242 一 4 十 0.242.- 
4 认 2 =5.656, =5+0.656..， 
5Yy 2 一 7.071,， 一 ?二 0,071，， 
6J 2 一 8.485 -8 二 0.485-…。 
7T 了 一 9.899. ,一 9+0.899,,， 
BY 2 一 1l,313… -一 11 二 0.313。 
9Y 3 一 12.727… :一 12 二 0.727.。 
10Y 2 一 14.142， 一 14 二 0,142 
11Y 2 =15.556. ,一 15 十 0,556..， 
12WY 2 一 16.970.… .一 16 二 0.970.， 
13Y 2 =18,384. 一 18 十 0.384，， 


在 这 13 个 数 分 别 与 相 诺 的 最 接近 的 整数 的 差 的 余数 中 ,第 5 
”个 是 最 小 的 ，5Y 2 一 7=0.071.… ;第 12 个 晤 大 ; 12Y 2 = 


]6 十 入 -970… 
这 13 个 祭 数 在 我 们 的 表 中 忽 增 忽 减 ,我 们 按 它 们 教 值 的 大 小 
排列 起 来 ， 于 是 在 0 与 1 的 间隔 中 ,将 有 分 制 此 间 疯 为 14 个 


<17 一 0 .030， 


或 17 一 127Y 2 =0.030。 假 设 


区 间 的 13 个 数 。 当然 ， 党 国语 个 可 的 ， 本 


个 小 于 -十 。 因 为 如 果 它 们 都 沁 - 计 ， 那 么 总 和 至 少 是 -六 


1, 并 且 只 有 当 每 一 个 都 从 好 是 二 -时 ， 它们 的 总 长 度 才 是 1。 
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， 那 么 Y 2 就 是 1 加 上 13 个 余数 中 


但 如 果 它们 都 从 好 是 二 


1 


的 某 一 个 所 得 的 数 ， 而 这 些 余数 都 是 -的 倍数 ,因而 Y 3 = 


1+ 了 。 也 就 是 说 ，Y 2 将 是 有 理 数 。 由 于 我 们 假定 ww 是 无 
理 数 ， 并 且 已 在 第 4 篇 中 证 明 认 的 无 理性 ,从 而 得 出 结论 ， 
这 些 区 间 不 可 能 都 是 十， 其 中 至 少 必 有 一 个 小 于 证 -。 我 们 


只 知道 有 这 样 的 区 闻 存 在 ， 但 不 知道 是 哪 一 个 。 弃 syY 3 一 
go 二 re 是 这 个 区 间 的 下 端点， 而 2Y 2 一 2, 二 /是 上 端点 ， 
因而 


Or OO—ra= (BY 2 一 及 一 (a 2g) < 


由 此 ， 0<(G 一 DY 一 (8 一 So)< 二 。 


由 于 其 中 和 是 数列 0，1， …， 13 中 的 某 二 个 数 ， 且 < 
和 4 不 等 ， 则 差 5 一 a 的 绝对 值 是 这 些 数 中 之 一 ， 即 一 13 二 
2 一 “< 么 13。 因 此 (2 一 2)Y 2 或 (a 一 6)Y 2 中 有 一 个 是 正 的 ， 
是 13 个 YK 3 的 倍数 中 的 一 个 ， 我 们 把 它 称 作 mW 3 。 且 
= TY 与 整数 (8 一 6 或 go 一 5) 的 差 的 绝对 值 小 于 -二 。 
用 症 表 示 这 个 整数 ， 出 
1. ny2— m E 下 
jv? < "<13, 
除 以 "， 得 到 最 后 的 结果 
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1 re 1 
和 TV 2 < 14m“” 


一 般 的 证 明 可 接 完全 相同 的 方法 进行 。 如 果 用 无 理 数 必 代 撩 
Y 2 ，A 代 13，N+l 代 14， 那么 上 式 就 成 为 ， 存 在 这 样 的 
nN, 对 于 它 ， 不 等 式 


1 m 四 
NTT HT (5) 


上 成立。 这 就 是 定理 2 的 第 1 部 分 。 
因为 nN， 那 么 由 (5》 立 即 得 到 


一 京 <w 一 至 < 训 ， (0) 
这 榜 我 们 找到 了 与 w 的 差 小 于 -二 的 分 数 。 在 不 等 式 (6) 中 ， 


数 N 并 未 出 现 ， 但 它 对 于 求 分 数 -” 是 有 作用 的 ， 因为 分 数 
的 分 母 7 需要 所 NN。 
在 前面 的 例子 中 ， 当 NN 是 5, 6,:… ,11 中 的 任 一 个 时 ， 
数 = 等 于 5 ， 即 
0<57 一 7< 二 ， 0<Y3 一 了 < 去 


当 和 N 运 到 12 了 时， 守成 为 12， 子 是 我 们 有 


一 1 17 1 
0<17 一 1217 2 < 0< 了 7 一 2 < 


如 六 =13， 仍 是 12 等 等 。 
定理 2 的 第 二 部 分 是 ， 要 求 对 于 性 一 已 知 的 无 理 数 ww 


证 明 存 在 无 限 多 个 满足 不 等 式 (6) 的 分 数 在 。 这 只 要 证 明 对 
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于 注 足 (6) 的 任意 一 个 分 数 也 ， 一 定 能 找到 另 一 个 分 数 志 7， 


它 比 过 更 接近 w， 且 同样 满足 不 等 式 (6)。 由 于 差 ww 一 亡 不 
能 等 于 0(w 是 无 理 数 ， 它 不 等 于 任意 的 分 数 )， 那么 它 与 0 
的 差 是 一 确定 的 数 。 于 是 存在 分 母 是 足够 大 的 分 数 二 7, 它 与 


0 的 差 小 于 w 一 宇 ， 即 


1 
0 再 7 ww 一 荆 


， 或 0<Rr< 王 -wo (7) 
究竟 是 上 面 那 一式 ， 则 视差 w 一 下 是 正 或 负 而 定 。 对 于 这 个 
数 N"《 就 如 同 对 于 数 NN 一样)， 我 们 可 以 按 出 才 所 证 明 的 方 
法 求 得 分 数 4， 因 而 在 <N /的 条 件 下 , 清 足 了 类 似 于 (5) 
的 不 等 式 

1 m’ 1 

DT < NI (8) 

由 此 得 到 需要 的 不 等 式 

-<w- 舍 < 小 。 
而 且 ， 由 于 (8) 是 真 的 ， 我 们 当然 就 有 


1 
-NrI <” 区 < 


妈 z 一 -区 与 6 的 差 小 于 但 根据 (7) ,ww 一 一 -与 0 


NTT。 
的 着 大 于 寺 7。 央 此 ;- 较 严 中 更 接近 zi 所 以 二 站 与 了 -是 不 同 
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的 。 
3， 阅 此 不 存在 满足 不 等 式 (67 的 最 后 一 个 分 数 实 。 对 于 


任意 这 样 的 分 数 都 有 随后 的 一 个 ， 这 就 是 说 ， 正 如 定理 2 所 
断言 的 ， 表 无 限 多 个 。 园 时 ， 在 援 半 常 的 定理 1 中 ， 充 许 任 
次 整数 作 分 母 ， 而 这 个 定理 中 ， 选 取 的 是 特殊 的 分 母 ， 仅 是 
具有 性 质 (6) 的 整数 。 我 们 可 以 称 这 样 的 分 以为 “最 佳 分母 ”。 
在 前 而 一 些 例子 中 ， 当 有 逼近 Y 2 时 ，2，5，12 是 最 佳 分 母 ， 
进一步 的 计算 得 到 最 佳 分 母 感 29，70，169,，…'。 

对 于 7 来 说 ，?7 是 最 佳 分 母 。 实 际 上 还 有 上 比 定理 2 所 保 


证 的 更 好 的 处 理 方法 。 因 为 - 字 一 + 之 而 六， 大 大 小 于 训 -= 
-向 。 这 就 产生 一 个 问题 ， 对 于 任何 一 个 数 ， 有 没有 比 定理 


2 更 优 的 分 母 ， 例 如 请 足 一 二 <e 一 全 <- 全， 或 某 些 类 似 
的 不 等 式 。 

我 们 现在 要 指出 : 定 埋 2 的 改进 ， 对 性 何 无 理 数 吕 一 般 
是 不 可 能 的 。 我 们 将 考 囊 特殊 的 值 w=V 2 ， 井 将 指出 ， 任 
草 个 今 数 吨 ， 窑 与 K 的 六 全 大 术 过 李 5 的 。 


站 3 7 


我 们 首先 考察 火 于 V2 的 分 数 。 当 均 演 3 时 ， 因 为 1 了 
1.45, 财 差 二 一 VY2 大 于 0.55， 而 -< 可 小 于 0.55。 


当 1.55 < 守护 2 时 ， 因 为 VY <1.45， 所 有 对 >1,55 的 分 


1 
3n: 


数 与 y 2 的 差 大 过 0.1， 而 至 少 是 2， 所 以 从 n= 二 2 
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开始 就 小 于 0.1， 这 样 ， 对 于 二 >>1.55， 我 们 的 判断 是 正确 


的 。 现 在 如 果 过 在 jz 和 1.55 之 间 ， 那 么 


其 中 g 是 某 个 正 整 数 ， 这 就 是 说 ，& 至 少 是 1 ， 而 且 
mY 1 
(=) 2 


由 公式 a? 一 ?= (a+8)(a 一 刀 ) 得 


一 "mt 
此 +。 


由 于 了 芝 <1.55， 我 们 得 出 呈 + V2<1.55+1,45 一 3，、 于 是 ， 
这 个 和 数 的 倒数 大 于 地 ， 因 此 
LVa>as, 
这 正 是 我 们 的 论断 。 
最 后 ， 如 果 0< 二 <<Y 3 ,我 们 同样 可 以 推断 ， 
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18、 利用 连 杆 产生 直线 运动 


1. 瓦特 原来 的 蒸汽 机 安装 了 一 个 人 得 注意 的 ， 按 其 形 
状 而 称 为 瓦特 平行 四 边 形 的 机 械 结 构 。 这 个 结构 草图 如 图 
58， 由 绞 结 在 C, 如 , 吾 ,F 的 五 个 杆 组 成 。 在 4 和 8B 处 ， 枉 
与 轴 祖 连 ， 杆 因而 能 旋转 。 在 这 个 草图 中 ， 用 轴 圈 表示 枢 轴 
的 固定 位 置 ， :用 空心 加 圈 
表示 可 移动 的 枢 加 。 虚 线 
是 辅助 线 并 不 表示 杆 。 活 
塞 杆 附 在 下 上 。 这 种 结 
构 用 米 使 力作 用 在 活塞 终 
点 ， 且 作 直 线 运 动 ， 从 而 
使 活塞 村 能 塞 进 汽 缸 。 但 
从 数学 上 看 ，F 点 并 不 是 
按 严 格 的 直线 而 是 接近 平 
直线 的 曲线 运动 的 。 这 出 就 是 所 发 明 的 机 械 结构 的 用 处 。 

平行 四 边 形 CDEF 是 取 名 为 连 李 的 一 部 分 ， 它 不 是 结 
构 的 关键 部 分 。 它 只 是 用 来 扩大 运动 的 可 利用 部 分 。 其 关键 
部分 是 连 杆 A4DC8。 对 于 不 是 很 大 的 运 动 求 说 ， 这 个 部 分 
使 DC ( 枉 A 在 口 点 不 麻黄 ) 的 中 由 型 近似 向 着 喜 线 运 
动 。 如 果 连 村 按照 4D=DE 二 CF=B8C 和 和 DDC=EE 制 场 
(为 了 使 汽 和 中 的 活塞 能 伸缩 这 是 必要 的 ) ,那么 由 于 入 AEPF 
和 入 ADM 相似， 点 4、 性 、F 和 将 一 定 在 一 条 直线 上 ， 因而 
AF 较 4 放大 二 倍 ， 点 了 的 运动 “相似 ”二 点 1 的 运动 。 
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图 58 


我 们 也 能 把 对 点 的 运动 放大 下 倍 。 我 们 保留 4D= 8C， 这 
梯 CD 的 中 点 六 会 近似 洛 直 线 运 动 ， 但 我 们 增加 上 DE FG 
的 尺寸 ，({ 图 39) 得 到 4D:AE=DM:FE=1:K, 

为 了 证 究 无 特 平行 四 边 形 实际 产生 前 运动 ， 我 们 现在 只 
限于 讨论 圳 点 的 运动 。 只 要 考察 “ 连 杆 "的 几 个 极 洋 位 置 ， 就 
能 看 出 这 不 是 直线 送 动 。 但 是 ， 由 于 这 个 具体 运动 的 重要 性 
不 如 我 们 另外 要 讲 的 题目 ， 我 们 就 不 进一步 去 研究 它 。 

2. 研究 连 本 产生 直线 运动 的 问题 ， 在 机 械 设 计 史 中 有 


图 5 


其 重大 意义 ， 并 且 估 科 对 这 个 问题 作 了 大 量 的 工作 。 和 但 是 ， 
瓦特 的 连 杆 已 不 再 受 浏 重 视 了 。 在 现代 热力 工程 中 ， 利 用 的 
是 完全 不 同样 式 的 机 械 结 构 ， 有 一 个 ~ 丁字 藉 "在 平行 机 畔 之 
刘 滑 动 ， 使 活塞 杆 的 端点 按 直 线 运 动 。 可 能 是 对 于 麻 擦 力 的 
不 正确 的 观念 ， 使 设计 者 当时 拒绝 了 丁字 头 而 想方设法 利用 
连 杆 。 

连 杆 问题 不 仅 受 到 实际 设计 大 员 的 关注 ， 同 时 也 受到 了 
数学 家 的 注意 。 数 学 家 自然 考虑 的 是 结构 形式 的 问题 ， 即 找 
一 个 连 李 ， 其 中 的 一 点 是 接 严格 的 直线 运动 的 。 景 先 研 究 此 
问题 的 是 伴 大 的 俄国 数学 家 契 比 雪夫 ， 他 研究 了 瓦特 的 平行 
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四 边 形 ， 以 及 找 一 个 能 产生 铺 确 的 直线 送 动 的 连 村 的 问题 ， 
但 可 能 没有 获得 成 功 、 在 上 个 世纪 的 下 半 时 ， 进 行 了 许多 第 
劳 的 努力 ， 后 来 ， 数 学 家 甚至 开始 怀疑 严格 的 解 是 否 可 能 。 
然而 ， 在 1864 年 ， 皮 塞 惑 设计 了 一 个 产生 直线 运动 的 
过 杆 。 这 个 装置 称 为 皮 塞 刺 网 。 象 通常 在 发 明 史 中 所 遇 到 
的 ， 随 后 找到 了 这 个 问题 的 大 量 的 解 。 可 以 产生 各 种 曲线 运 
动 的 连 村 是 能 找到 的 ， 醒 直线 只 不 过 是 曲线 中 的 特殊 情形 。 
3. 现在 我 们 来 研究 皮 塞 勒 网 。 这 个 过 杆 不仅 产 生 直 线 
运动 ， 同 时 还 有 一 个 平面 的 “ 反 演 ?。 反 演 是 一 种 平面 到 平面 
的 特殊 的 “ 瞎 射 "。 映射 的 意思 是 对 于 平面 图 形 的 每 一 个 点 都 
有 一 个 像 。 一 些 最 简单 的 映射 是 ，(1) 直线 的 反射 。 这 已 在 
第 5.6 篇 中 反复 应 用 过 了 。(2) 平生 移动 。 就 是 每 个 点 的 像 
是 原 米 的 点 按 注定 的 方向 平行 移动 一 个 常量 而 得 到 。(3) 平 
大 关于 定点 旋转 一 个 角度 的 映射 。(4) 关于 一 个 中 心 点 的 伸 
缩 映射 。 通 过 这 个 也 射 ， 经 个 点 沿 中 心 发 出 的 射线 运动 ， 到 
述 中 心 的 距离 时 将 增加 一 个 固定 的 比 1:4。 一 个 点 的 像 不 一 
定 是 与 原点 不 同 的 点 。 在 平移 中 ， 每 个 点 喘 射 后 的 像 是 不 同 
的 ， 但 在 旋转 或 伟 缩 中 ， 中 心 的 像 就 是 中 心 本 身 。 在 直线 的 
反射 中 ， 直 线 上 的 每 个 点 都 被 映射 到 自身 。 
这 些 例子 可 以 用 来 说 明 映射 的 意思 是 什么 。 现 在 我 们 还 
可 看 到 另 一 个 映射 一 一 反 演 如 图 60 所 示 , 回 以 0 为 中 心 ， 
这 也 是 反 演 的 中 心 。 为 了 找 出 任 一 点 的 像 P"， 我 们 从 O 
过 卫 作 一 射线 。 这 射线 交加 于 某 点 Q。 我 们 使 在 射线 上 的 
已 浦 足 0P:0Q=0Q:0P'。 如 果 贺 的 半 乱 为 <， 并 写成 
0P=r,0P'=7', 那么 ,其 比例 可 由 方程 .7 ==a? 代 震 。 
接 照 反 演 的 定义 ， 显 然 在 反 演 加 C 内 部 的 每 一 个 虚 的 像 
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是 在 加 的 外 部 ， 反 之 亦 然 。 反 演 加 上 的 每 一 点 都 是 它 自己 的 
像 。 由 此 ， 正 如 普通 的 反射 一 样 反 演 通常 也 称 为 “图 的 反 
射 "。 反 深 有 这 样 的 性 质 ， 像 的 像 就 是 原来 点 的 本 身 。 

4. 迄今 为 目 ， 有 关 单 独 的 点 的 所 有 反 演 的 性 质 ,都 是 从 
定义 直接 证 明 的 。 如 果 我 们 讨论 曲 绕 的 像 ， 那 么 就 产生 了 新 
问题 ， 而 且 也 不 能 担保 这 个 问题 能 完整 解决 。 最 重要 的 结果 
是 ， 每 -直线 或 立 经 反 演 后 仍 是 圆 或 直线 。 本 篇 我 们 将 只 用 
到 这 个 结论 的 一 部 分 ， 即 过 反 演 中 心 的 园 的 像 是 一 直线 。 我 
们 更 在 证 明 这 个 论断 。 

设 天 是 过 反 演 中 心 D 的 较 ， 并 设 它 的 直径 是 04=d( 图 
61。 反 演 遇 天 的 半径 为 <。 的 像 4 在 直径 04 的 延长 线 上 ， 
并 且 距 离 04=d 必须 满足 方程 4d’ 一心 。 现 在 证 明 上 的 像 
是 一 条 过 4' 与 04: 垂 直 的 直线 。 为 此 ， 必 须 证 明 过 0 的 每 
一 条 射线 交 风 于 点 也， 交 读 直 线 于 P'， 且 OP. OP’=a?。 
如 果 我 们 作 直线 4Pp， 我 们 有 二 个 直角 三 角形 04P 和 和 
0P'4/， 由 于 它们 在 点 0 有 公共 角 ， 所 以 是 相似 的 。 因 此 我 
们 有 比例 
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DP:D4=Od OP， 
或 用 口 D=rDDP = 绕 人 ， 有 
rr'=d'd’. 
但 利用 4d/ 一 坟 我 们 有 
rri=a!, 
这 从 好 是 芭 演 所 要 求 的 点 和 其 像 的 关系 。 
和 这 全 束 实 一 起 ， 我 们 还 需要 一 个 在 初等 几何 中 已 证 明 
.的 结果 。 如 某 过 圆 外 一 点 作 轿 的 二 条 制 线 ， 那 么 一 条 直线 和 
它 的 加 外 一 段 的 乘积 ， 等 于 田 一 条 直线 与 它 的 圆 外 的 一 段 的 
生 积 。 在 图 62 的 记号 中 ， 这 个 定理 可 以 写 为 313S1 一 Sa92。 
它 的 证 明 可 由 三 角形 4P1P; 和 4P;P1 相 似 直 接 得 到 。 这 二 
个 三 角形 相似 ， 是 由 于 有 公共 角 有 4， 且 在 Pi 和 在 Pi 处 的 角 
相等 ， 轩 为 它们 对 同 缉 PiP。 


图 并 图 8 


5. 在 作 了 这 些 淮 备 后 ， 现 在 回 过 来 讨论 皮 塞 新 网 (图 
63)。 它 由 四 根 长 为 的 杆 绞 结 为 苏 形 PQP'R， 并 由 长 为 
Be 的 二 根 杆 绞 结 在 鞭 形 的 二 个 对 点 驴 和 五 而 组 成 。 二 根 杆 
的 另 二 个 端点 都 接 在 作为 枢 轴 的 定点 2 处。 
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出 于 这 个 村 的 系统 的 对 称 性 ， 点 O， 忆 , 咏 经 常 是 在 一 条 
直线 上 ,并 且 这 还 是 图 形 的 对 称 办。 以 QQ 为 心 , c 为 半径 大 
圆 。 这 个 圆通 过 已 和 了 “， 且 交 0Q 及 其 延长 线 于 5, 二 点 。 
那么 DPP' 与 0ST 就 是 圆 的 二 条 割 线 ， 对 于 它们 可 应 用 上 
面 提 到 的 初等 定理 ， 给 出 结果 0P.0P’'=0S.0T=(B 一 c) 
(十 c) = 因 一 ca。 因 此 ,乘积 OP.OP' 是 带 数 。 如 果 令 到 一 
以 一 e?， 那 么 a 是 斜 边 为 5»， 另 一 边 为 。 的 直角 三 角形 的 一 
边 ， 那么 ， 自 OP.,0P'=a? 知 P' 是 关于 以 O 为 心 以 a 为 半 
径 的 加 的 反 演 。 

因 笛 皮 塞 勒 网 建立 了 一 个 平面 部 分 的 反 演 。 为 了 得 到 直 
线 运动 ， 只 要 使 是 在 过 点 的 固 上 运动 即 可 。 从 反 演 的 已 
知性 质 ， 则 做 P' 就 洛 直线 运动 。 为 使 了 在 过 O 的 国 上 运动 ， 
只 要 在 卫 再 绞 结 一 个 杆 ， 使 
其 终点 在 固定 点 2 上， 并 在 
此 安装 一 轴 。 为 了 作 过 0 的 
镀 ， 我 们 必须 令 杆 Z 卫 的 长 
度 ， 等 于 固定 的 距离 DZ 。 

由 于 加 了 一 个 籽 ， 皮 塞 
勒 网 由 七 村 组 成 。 卫 点 将 限 
制 在 一 个 过 0 的 圆 的 圆 红 上 ， 则 P' 客 直线 运动 .这 条 线 将 重 
直 于 02。 

6. 已 经 找到 另 一 些 韦 杆 也 能 产生 反 演 ， 且 能 用 来 产生 
直线 运动 (如同 皮 塞 勒 网 一 样 )。 其 中 之 一 是 由 哈 特 设计 的 ， 
只 要 求 用 四 个 杆 ， 代 替 了 皮 塞 勒 网 的 六 个 杆 。 这 四 个 杆 绞 结 
在 一 起 ， 组 成 平行 四 边 形 48CD， 查 却 是 “内 外 交 钳 ” 的 。 
即 把 点 4 和 Cc 拉 开 直 到 平行 四 边 形声 下 ，4C 成 直线 以 前 ， 
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图 6 


D 和 都 在 4C 的 同一 侧 (图 64)。 二 个 “对 角 线 *4C 和 DB 
总 是 平行 的 ， 因 为 三 角形 ACB 和 A4CD 是 全 等 的 ， 所 以 高 
许 丰 同 。 在 这 个 连 杆 处 于 某 个 确定 位 置 时 ， 能 在 每 个 杆 上 分 
别 找到 点 0;, 了 P,P ,它们 在 平行 于 送 些 “对 角 线 ”的 直线 上 。 
现在 我 们 要 证 明 ， 这 些 虑 对 于 连 杆 的 一 切 其 它 位 置 ， 仍 是 在 
平行 于 “对 角 线 "的 直线 上 。 

首先 看 图 64 的 三 角形 D48, 我 们 注意 到 OP 是 平行 于 

DB 的， 这 D8 是 连 杆 的 初始 位 置 。 帕 此， 我 们 有 

AO:OD=AP: PB. {1) 
我 们 所 证 明 的 (1 只 是 对 于 连 杆 的 初始 位 置 成 立 ， 但 加 为 (1》 
中 的 比例 只 包含 线 段 长 度 ， 押 以 对 于 连 杆 的 任何 位 置 必 也 寻 
成 立 的 。 从 (1) 我 们 有 OPY DB 并 且 对 于 过 村 的 任何 位 置 
都 成 立 。 现 在 再 看 三 角形 4DC， 我 们 发 现 0P' 是 平行 于 连 
标的 官 始 位 置 的 ， 因 此 ， 我 们 有 

DO:OA= DP’: PO, (2) 
这 个 线段 长 度 之 间 的 比例 ， 对 于 连 并 的 任何 位 置 都 是 对 的 ， 
因此 我 们 有 4C #0OP’。 由 于 我 们 己 经 证 明 OPHDB, DB# 
AC,AC OP’， 因 此 我 们 有 OP OP 而且 由 于 它们 有 公 
共 点 口 并 且 平行 ， 所 以 OP 和 OP' 是 同一 条 直线 。 这 条 线 平 
行 于 D8。 类似 的 论证 可 用 于 三 角形 DCB, 从 而 证 表 三 ' 吕 8 
DB, 并 或 得 五 也 是 在 包含 0, 了 P,P' 的 直线 上 。 

而 且 ， 由 于 三 条 直线 是 平行 的 ， 我 们 有 
DP:DB=.A0:AD, 
OP’:AC=DODA, 

这 些 比 例 可 由 到 下 方程 代 赶 ， 
OP.AD=A0.DB, (3) 
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OP’'.DA= DO'. 4C, (4) 
如 果 我 们 把 以 上 方程 的 对 应 边 相 乘 并 有 除 以 4D:， 得 到 ， 


OP.OP' = 5 A0'DB, (5) 


右边 的 数 40, DO 和 4D 是 由 连 桂 确定 的 圈定 长 座 ，4C 和 
号 8 则 是 腰 的 长 底 ， 表 面 上 依 天 于 连 杆 的 位 置 ， 但 4C: DB 
的 积 是 常数 。 因 为 作 BE 1 D4, 和 BP] 40, 我 们 有 
AC'BD=(AF + FC)(AF—FC)=AFI— FO: (8) 
由 直角 三 角形 4F8 和 了 CB 及 毕 达 哥 拉 其 定理， 我们 求 得 
AFI+F B= 48?, 
FOr+ FHC08’, 
然后 ， 宅 们 相 减 4F' 一 FC?=482 一 CB?。 
这 样 ， 代 入 (56)， 给 出 
AC. BD=4B'—CB?, (7) 
由 于 右边 是 和 常数， 所 以 不 令 豆 于 连 杆 的 位 置 。 现 在 由 《7) 和 
《5) ， 我 从 有 
OP-OP’= = (dB 一 一 CB2)。 (8) 
这 里 右边 是 常数 ， 可 由 具体 的 连 杆 而 定 。 由 于 0, 了 ，P' 在 
一 直线 上 ， 出 点 刀 是 对 于 辐 定 位 置 0Q 肥 演 后 的 像 ， 这 个 
反 访 贺 的 圆心 在 口 虎 ， 而 其 半径 的 平方 由 方程 《8) 的 右 端 给 
出 。 
现在 ， 哈 特 的 连 杆 产生 一 个 反 祯 的 证 明 已 完成 了 。 为 了 
得 到 一 个 直线 运动 ， 只 需要 加 上 第 五 个 杆 ， 人 使 互 在 过 口 的 贺 
上 运动 即 襄 ， 
7. 也 有 不 依赖 于 反 演 产生 直线 运动 的 连 杆 。 肖 普 的 二 
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重 长 头 形 (图 65) 就 是 这 样 一 个 特别 巧妙 的 装束 .所谓 长 装 囊 
是 指 两 组 邻 边 分 别 相等 的 四 进 形 。 在 长 蒜 形 〈 或 黎 形 ) 中 ， 

别 田 二 个 不 等 过 组 成 的 二 个 和 是 相等 的 。 设 4BCD 和 
BCEF 是 二 个 兵 结 在 一 起 的 长 邯 形 。 这 二 个 长 凌 形 的 小 边 
与 天边 的 比 是 相同 的 ， 而 且 大 获 形 的 小 边 竺 于 小 萎 形 的 大 
边 。 那 么 在 图 全 中 , 我 们 有 A4D=48,CD=C8=CE,FB 
一 了 号 和 C8:4D 一 FB:C83。 由 于 小 攻 形 的 从 点 ff 在 大 攻 
形 的 一 个 边 上 ， 则 二 个 次 形 在 了 有 公共 角 。 因 而 在 B， 在 互 
和 在 已 的 角 都 相等 。 现 在 这 二 个 长 凌 形 相 但 ， 这 是 因为 它们 
的 边 有 四 拉 的 比 ， 且 对 应 的 一 对 角 相 等 。 并 且 无 论 连 杆 怎样 
运动 ， 这 两 个 蓝 形 48CD 和 BCEF 总 是 相似 的 。 


如 果 把 长 菱形 的 对 边 都 延长 ， 直 到 它们 相交 ， 它 们 就 组 
成 一 个 角 。 由 于 苏 形 的 相似 、 这 些 角 ， 吾 XF 和 CYB 冰 然 
相等 。 如 果 我 们 过 C 作 CZ V 4 了 我们 有 一 DC 一 一 CT， 
因为 它们 是 平行 线 的 同位 角 。 我 们 还 有 人 FCR= 人 EXF， 
因为 它们 是 内 错 角 。 所 以 标 出 的 四 个 角 都 是 相等 的 。 因而 
CZ 是 三 角形 CDE 的 顶 角 平分 线 ， 这 CDE 接 假 败 是 等 腰 
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三 角形 。CZ 则 竹 直 于 底 DE。 而 C2 平行 于 4B 所 以 万 局 
必然 总 是 垂直 于 48。 

现在 如 果 我 们 令 亡 图 定 ， 并 且 令 48 按 总 是 平行 于 初始 
位 置 的 方式 运动 ， 那 么 由 刁 得 吉 于 48 的 直线 ， 也 会 是 国定 
的 。 但 点 中 是 在 这 委 线 上 ， 所 以 就 只 能 滑 重 线 作 直 线 运 
动 。 为 了 使 48 始终 平行 于 它 本 身 ， 我 们 增加 了 一 个 杆 5G， 
其 长 度 为 BG= .4B8= 4D。 我 们 令 杆 的 终点 @G， 固 定 在 由 条 
件 DG= -48 确定 的 基点 上 。 那 么 4BGD 是 一 个 绪 形 , 因而 
它 药 对 边 4B 和 DG 在 韦 杆 的 所 有 位 置 始 终 平行 也 就 是 48 
始终 平行 于 固定 直线 DG， 因 此 始终 平行 于 它 本 身 。 这 样 终 
于 获得 了 直线 运动 。 

8， 基 新 安排 肖 普 的 二 重奖 形 ,可 雇 按 另 一 特别 巧妙 的 
方法 产生 直线 运动 。 我 们 如果 有 二 个 二 重 长 凌 形 过 本 
4BCDEF 和 和 AB'CDE'F', 其 中 之 一 是 另 一 个 的 镜像 ,我 
们 连接 这 二 个 北 形 ， 使 它们 在 相交 , 因此 DCE 和 DCE 
是 直 杆 , 即 在 C 处 并 不 弯曲 (图 66)。 如 我 们 已 看 到 的 角 DPCE 
的 角 平 分 线 是 CZ ， 它 平行 于 4B。 类似 角 D'CE’ 的 角 平 
分 线 CZ7 平行 于 水 B。 由 于 所 作 DCE 和 D'CE’ 是 对 顶 
角 ， 二 条 平分 线 CZ 和 CZ’ 在 一 条 直线 上 。4B 和 地 开平 
行 于 这 条 直线 ， 那 么 它们 在 连 杆 的 任 一 位 置 彼 此 都 是 平行 
的 。 现 在 将 正明 直线 48’ 总 是 在 直线 4B 的 延长 线 上 。 由 
于 已 知 这 二 系 直 线 是 平行 的 ， 我 们 还 需 证 明 的 是 点 C 和 直线 
48 和 48’ 的 距离 相等 。 为 此 ， 我 们 只 要 证 明 二 个 长 闭 形 
48CD 和 4B'C'D' 对 二 六 标的 任 一 位 置 总 是 全 等 的 。 首 
先 ， 由 于 角 DCB 和 DCEB/' 是 对 顶 角 ， 它 们 是 相等 的 。 由 
第 7 节 ， 这 些 角 是 每 个 长 著 形 的 对 边 夹 角 的 二 倍 。 二 个 长 闭 
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形 的 对 应 边 是 相等 的 。 如 果 我 们 能 证 明 ， 上 长 次 形 完全 是 由 它 
的 边 长 以 及 二 边 之 间 的 角度 确定 的 ， 那 么 如 果 这 些 量 相等 ， 


图 66 


这 二 个 长 次 形 将 是 全 等 的 。 为 了 检验 长 姜 形 已 完全 衫 定 ， 我 
们 在 长 苏 形 48CD 内 部 作 菱形 8CDH (图 67)。 点 4,H、 
C 由 于 对 称 性 ， 处 在 一 条 直线 上 。 这 个 图 形 愉 好 是 皮 塞 蔓 
网 。 由 于 互 B 平行 于 DC， 那 么 角 48 瑟 等 于 长 颖 形 对 边 
所 夹 的 角 。 它 因而 是 图 66 中 站 

已 知 角 DC 的 一 半 。 由 于 
A8 是 给 定 的 ， 且 BF 是 等 于 Cc 

给 定 的 BC， 则 三 角形 4B8H 
完全 确定 。 进 而 力作 为 对 于 
4FH 的 镜像 而 被 确定 出 来 ， 
而 C 由 B, 豆 , 品 所 规定 的 闭 形 7 

BCD 的 第 四 个 顶点 C 也 就 定 出 。 

所 以 ， 我 们 可 以 断定 ， 图 66 的 二 部分 彼此 总 是 侠 畦 的 。 
因而 C 在 48 上 面 的 高 度 ， 等 于 它 在 47/B/ 上 面 的 高 度 。 这 
就 表示 ，、A4B 和 4/8' 是 在 同一 条 直线 上 。 

现在 ， 如 果 我 们 使 4 和 了 国定 ， 而 杯 4/B/ 可 以 运动， 
但 必须 处 在 48 线 上 。 这 桩 我 们 从 这 个 连 杆 获得 了 一 个 直线 
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运动 。 
现在 考察 的 连 杆 较 以 前 的 复杂 些 。 在 先前 的 装置 中 ， 是 
一 个 点 获得 直线 运动 ， 而 在 这 里 是 指 怠 个 杆 了 3" 在 它 所 处 
的 线 上 运动 。 由 于 任 一 图 形 都 能 牢 定 附 在 4‘B8 上 上 ， 这 个 装 
置 可 以 党 成 任 一 图 形 或 甚 革 整个 平面 上 的 平行 移动 ， 这 样 所 
有 的 点 沿 着 相等 且 平 行 的 级 段 运 动 。 


19. 完 全 数 


欧 几 里 杞 的 < 原本 >» 一 书 的 第 区 卷 ， 是 论述 算术 的 第 三 册 
也 是 最 后 一 册 书 。 这 部 书包 括 我 们 在 第 一 篇 中 已 介绍 过 的 素 
数 无 限 牧 的 挝 上 明 ， 而 且 还 包含 有 所 谓 完全 数 的 讨论 。 柏 拉 图 
也 提 到 过 完全 数 ， 特 别 是 在 他 的 < 共和 国 » 一 书 的 一 个 光路 的 
段 藻 中 ， 在 一 次 关于 优生 学 的 含 类 不 清 的 讨论 中 、 他 介绍 了 
“ 姻 孝 ”。 . 

完全 数 的 题目 ， 以 及 后 求证 明 的 有 关 它 们 的 定理 ， 是 近 
民 数 学 中 为 数 不 多 的 有 趣 的 珍 晤 。 但 我 们 将 要 讨论 这 个 小 论 
题 ， 因 为 在 欧 几 里 德 记 采用 的 方法 中 ， 燃 点 起 了 下 一 篇 我 们 
将 见 到 的 那 种 思想 的 火花 。 而 欧 拉 青 次 把 它 避 燃 ， 芋 之 突然 
变 成 豆 大 的 火 焙 ， 素 数 分 布 的 近代 理论 。 

欧 儿 竺 德 定 义 的 完全 数 是 这 样 一 种 数 ， 即 它 等 于 它 的 所 
有 因子 的 各 。 例 如 ，6 是 一 个 完全 数 ， 因 为 它 的 因子 通过 试 
蛤 容易 知道 是 1,2,3, 丽 1+2+3=6。 在 这 个 完 全 数 的 定义 
中 ， 数 本 身 显然 不 能 当 作 它 的 一 个 因子 。 通 过 不 类 地 试验 ， 
求 得 6 以 后 的 下 一 个 完全 数 是 28 二 1 二 2 二 4+7 二 14。 下 一 
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个 完全 数 相当 大 ， 不 易 通 过 试验 求 得 但 这 无 关 紧 要 。 我 们 
真正 需要 的 是 ， 能 找到 完全 数 的 一 种 一 般 的 方 鞭 。 

1. 很 明显 ， 素 数 不 可 能 是 完全 数 。1 和 了 是 奏 数 了 的 
所 有 因子 ,而 PP 本身 还 不 能 当 作 因子 。 因 此 所 有 因子 的 和 就 
是 1， 但 1 当然 不 等 二 了 。 

2. 除了 注意 到 这 个 极 简单 的 情形 ， 我 们 可 以 考察 一 种 
略为 复杂 的 情形 。 数 9 不 是 素数 ， 租 它 是 一 个 素数 的 平方 。 
试验 由 1 到 8 的 数 ， 我 们 看 到 1 和 3 是 可 以 考虑 的 所 有 因 
子 ， 由 于 1+3=4， 小 于 9， 所 以 9 不 是 完全 数 。 

相应 有 地， 数 1 和 了 显然 是 素数 也 的 平方 的 因子 。 现 
在 我 们 不 能 象 9 的 情形 那样 ， 通 过 试验 来 检查 并 列举 出 所 有 
因子 。 然 而 ， 我 们 可 以 证 明 ， 这 二 个 因子 就 是 所 有 可 能 的 因 
子 。 欧 儿 里 德 在 建立 了 必要 的 引 理 后 ， 作 出 了 这 个 证 明 。 除 
了 公式 表 东 的 方法 以 外 ， 我 们 的 证 其 和 欧 几 里 德 的 基本 相 
同 。 这 个 征明 的 基础 是 第 11 篇 所 证 明 的 素 因 子 分 解 唯一 性 
定理 。 如 果 P* 有 另外 任 一 个 因子 ， 就 可 以 用 某 种 方法 得 到 
与 P==P'P 了 不同 的 素 因 子 分 解 。 襄 实 上 ， 这 另 一 种 素 因子 
分解 必 有 不 同 于 了 的 另 ~… 素 因子 ， 而 由 于 素 因 子 分 解 的 唯一 
性 定理 ， 这 是 不 可 能 的 ， 

3。 一 般 来 说 ， 我 们 可 以 用 同样 的 方法 证 明 ， 素 数 的 尾 
何 次 蛇 都 不 是 完全 数 。 正 如 已 那样 ， 我 们 知道 P? 的 可 以 都 
虚 的 所 有 因子 是 


1,P, PY, -+ Pl | (1) 


由 于 它们 组 成 几何 级 数 ， 它 们 的 和 册 一 个 著名 的 公式 给 出 。 
这 个 公式 是 欧 儿 里 德 为 当时 的 目的 丽 证 明 的 。 事 实 上 
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1 一 p+ Pt， (1a) 


由 于 对 于 最 小 的 素数 p 一 2 来 说 ,分母 p 一 1 是 1， 而 对 于 更 
大 的 因子 分母 变 大 ，(14) 中 的 分 数 就 决 不 大 于 它 的 分 子 记 ” 
一 1。 固 此 p” 的 所 有 因子 的 和 雇 不 大 于 p* 一 1。 它 小 于 p"， 
因而 ”不 是 完全 数 。 

4. 现在 我 们 看 怎样 来 讨论 象 ?2 一 2 .3: 这 种 含有 2 个 素 
数 的 数 。 我 们 直接 来 考虑 pig?。p39? 的 因子 ， 包 括 数 p'9 ?本 
身 ， 是 

1,p; pi p', 

9 Ps IP, Fp (2) 

92 ps 9 pr gp 
起 就 是 所 有 形 如 pq 的 数 ， 其 中 最 多 大 到 3，8 大 到 2。 
显然 ， 所 有 这 些 数 都 可 以 整除 p39:。 硝 一 次 由 堵 因 对 分 解 的 
崔 一 性 定理 得 知 ， 这 些 是 所 有 因子 。 表 2) 使 我 们 能 完全 观 
察 独 这 个 数 的 全 部 因子 。 为 了 求 因子 的 和 ， 我 们 认为 第 二 行 
就 是 第 一 行 乘 以 9， 第 三 行 是 第 一 行 冬 以 。 第 一 行 是 芒 何 
级 数 1+p+ p+ 的 和 ， 那 么 整个 和 是 这 个 和 的 1 信和 ,4 储 ， 
?入 的 和 。 因 而 整个 和 是 
D=(1 tet)(lt+pt pt p), 
类 此 ， 太 二 p'q* 的 因子 和 是 
D=(1+9te + to (ltp+p+ Fp) 


yti—l1 万 "+ 一 1 
?一 工 五 一 开 


必须 记 住 ， 在 这 个 公式 中 ， 数 入 本 身 是 包括 在 国 子 中 的 ， 
5. 上 土 授 最 后 的 结果 ， 可 以 推广 到 含 有 多 于 2 个 素 因子 
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的 数 N。 对 于 普 = Por*， 本 列 出 象 (2) 那样 的 家 ， 然 后 汉 
整个 表 乘 以 + 和 冬 以 ,直到 最 后 荣 以 r"。 总 起 来 ， 整 个 表 
冬 以 {1+r 十 六 十 :十 r")。 和 如 果 入 还 有 另 一 个 素 因 子 ， 那么 
因子 的 和 ， 就 对 应 于 另外 的 部 分 。 一般 来 说 ， 对 于 六 一 
Pd 的 因子 的 和 是 
D={(1+ptpt tp)(l+qtt 
ta) (ltrtirit +r 

让 ott—1 r 一 1 
疡 一 | 3 一 rl ” 
其 中 仍然 包括 数 N 本 身 。 

6. 在 欧 几 重 德 的 著作 里 ， 基 本 上 筷 售 了 以 上 这 些 肉 容 ， 
得 只 益 明 闪 三 PP 估 的 情形 。 在 这 种 情形 下 ， 闪 是 二 个 因子 
的 宕 的 乘积 ,一 个 是 2 的 究 ， 另 一 个 是 素数 卫 的 一 次 和 者， 公 
式 (2 a) 成 为 


(3) 


2 pl 
-= 
如 果 访 是 完全 数 ， 就 有 如 =2 N ,因为 N 本 身 包括 在 因子 中 。 
并 且 


D=(2°T—1)(p+1)=2N., 
代 人 六 的 值 ， 得 出 
(2 1)p+t1)=2 p22 lp, 
2°7i{p+t1)—{p+1)=2°"!p, 
2 人 一 到 十 于 
六 二 2041 一 上 (4) 
因此 ， 如 果 下 不 仅 是 素数 ， 而 有 日 还 等 于 2 1 一 1， 那 么 六 就 
是 完全 数 。 数 3 入 一 1 对 于 任意 的 了 信 不 总 是 素数 ， 也是 我 
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们 有 欧 凡 里 德 定理 。 
若 ? 是 素 数 ， 则 入 (21). 作 人 是 -个 家 全 
7. 为 了 求 得 更 多 的 完全 数 , 我 们 可 以 试验 4 二 1,2,3.:…* 
的 值 ， 
n=1, N={2—1):2=3.2=6, 
n=2, N=(2—1)'2:=7:4=28, 
n=3, N= 和 23 一 15.8 
是 完全 数 ,15 不 是 素数 。 
n=4d, Ne se oe, 
mm， 站 一 (35 一 1) .25 一 53.32 
不 是 完全 数 ,63 不 是 素数 。 
n=6, N=(2'—1)"2°=—=127'64=8128, 


区 几时 德 的 定理 立即 引起 一 个 新 间 题 ， 当 ?是 什么 值 对 ， 

2 ”一 1 是 素数 ? 向 前 迈 一 步 ， 答案 就 立即 可 得 。 如 果 ”+1 
是 二 个 合成 数 ， 设 上 +1=22) 则 2 一 1 一 2 一 1 一 (2 一]。 
现在 ， 由 几何 级 数 求 和 的 公式 ， 我 们 有 

x —1=[x" 1x" 十 十 二 十 并 一 1]， 
并 且 邻 x*=2"， 得 到 
C2 11) 一 1]1。 

这 是 二 个 因子 的 瑟 积 。 因 而 除非 =+1 本 身 是 素数 ，2 "+! 一 1 
就 不 能 是 素数 。. 上 面 的 表 继 绪 作 下 去 ，7 后 的 下 一 个 素数 是 
11， 所 以 下 一 个 试验 的 值 必 是 x=10。 由 于 ， 数 2!1 一 1= 
2047 二 23.89 不 是 素数 ，(211 一 1) :200 就 不 是 完 健 数 , 但 2047 
的 分 解 ， 在 试 监 过 程 中 是 很 值得 广 意 的 ， 已 经 发 现 竺 后 若干 
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个 数 都 是 完全 数 ,但 还 设 有 一 个 求 所 有 完全 数 的 完整 的 方法 ， 
其 至 对 于 已 经 发 现 的 完全 数 也 是 如 此 。 另 一 个 问题 是 ， 还 设 
有 回答 完全 数 是 否 有 无限 多 个 或 者 是 否 有 最 后 一 个 。 

8. 欧 几 里 德 的 结果 只 得 出 这 个 定理 ， 但 有 各 种 证 据 天 
淫 ， 当 了 时 知道 的 东西 还 要 过。 例如 ， 秀 姆 布 旦 查 在 设 有 进 一 
步 解 释 的 情况 下 各 述 了 这 样 一 件 事 ， 即 除了 欧 几 里 德 给 出 的 
那些 以 外 ， 没 有 其 它 的 偶数 完全 数 。 还 不 知道 在 古代 它 是 否 
已 被 证 明 ， 或 者 如 果 证 明了 ， 又 是 怎样 证 明 的 。 然 而 ， 欧 拉 
给 出 了 一 个 基于 公式 (3) 的 放 明 ,而 这 个 公式 在 欧 玫 里 德 的 著 
作 中 实质 上 已 经 得 到 ， 虽 然 这 个 证 明 对 以 后 的 论题 并 不 是 重 
要 的 ， 但 我 们 仍 将 介绍 这 个 有 趣 的 证 明 。 

设 和 NN 是 在 六 一 个 偶数 ,那么 2 是 N 的 一 个 素 因 子 , 而 县 还 
表现 为 第 的 形式 ,如 2"。 NN 的 剩 下 的 其 它 素 因 子 都 是 奇数 , 而 
且 它 们 结合 在 一 起 表示 某 个 奇数 上。 于 是 我 们 有 N = 二 2 ”wx 
如 果 我 们 按照 (3) 组 成 N 的 因子 的 和 成 ， 第 一 部 分 是 

2 一- 
第 二 部 分 ， 即 假设 利用 (3) 求 得 = 的 因子 的 和 为 环 。 我 们 现 
在 有 


=2"™1—1, 


| 万 一 (2 ”1 一 条。 (5) 
如 果 疼 是 完全 数 ， 那 么 上 式 必 须 等 于 2 N， 因 为 六 本 身 包 括 
在 因子 中 。 因 此 ， 如 果 六 是 完全 数 ， 我 们 求 

(2 U2 N=2.%u = 2"ti, tu, 

2 —U=2"iy, 

2 ua) UU +u, 

C21NU—u)=u, (8) 
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现在 可 是 包括 * 本 身 在 内 的 z 的 因子 的 和 , 那么 可 一 z 就 是 
不 包括 本 身 在 内 的 二 的 因子 的 和 。 同 样 ，《6) 可 推 民 出， 
邵 果 六 是 完全 数 ，( 如 一 xz) 能 整除 ,有 即 (0 一 x) 是 4 的 因子 。 
如 果 UU 一 u 本 身 是 一 个 因子 ， 语 时 又 是 所 有 因子 的 和 ， 那 么 
它 必 是 x 的 唯一 因 于 。 由 于 1 一 定 是 4 的 因子 ， 它 必然 就 是 
这 个 单独 的 因子 王 一 2， 而 一 定 是 素数 。 那 么 (6) 简化 为 
2 一 2af1 一 T， 我 们 有 太一 32032991 一 1)。 这 就 是 欧 几 里 德 的 个 

数 完全 数 的 形式 。 

”9. 在 此 我 们 遇 到 第 二 个 问题 是否 雁 在 着 奇数 的 完全 
数 ? 这 个 问题 也 还 没有 解决 。 首 到 现在 还 没有 人 找到 一 个 奇 
数 完全 歼 ， 看 来 这 样 的 数 是 不 在 在 的 ， 但 这 还 省 有 得 到 证 
明 。 

10， 柏 拉 图 < 尘 规 > 一 书 第 五 卷 中 的 第 一 区 使 我 们 想到 ， 
欧 几 里 德 还 未 能 伐 到 通晓 他 那 时 的 所 有 所 识 。 柏 拉 钵 规定 ， 
在 一 个 新 找到 的 城市 里 ， 地 块 数 和 土地 占有 者 的 大 数 ， 应 选 
择 得 使 这 个 数 有 尽 可 能 多 的 因子 ， 如 50 旭 有 60 一 1 个 因子 。 
由 指 油 立法 者 必须 充分 熟悉 算术 ,才能 安排 任意 规模 的 城市 。 
这 是 一 个 数 的 因子 个 数 的 问题 。 芭 解决 它 ， 我 们 可 以 利用 闫 
-于 园子 的 和 的 讨论 中 的 一 部 分 内 容 。 例 加， 天 9 的 多 部 因子 
都 在 表 (2) 中 ， 而 县 我 们 可 以 逐 行 数 由 它们 的 个 数 ,3.4 一 12。 
这 个 数 包括 数 Psg2 本身， 所 以 我 们 必须 减 去 1， 才 得 到 真正 
的 因子 数 12 一 1。 对 于 入 = 二 p"9* ,一般 久 的 真 因子 的 数目 是 
P=(atl)(h+1) 1, 
至 对 对 完全 一 般 的 情形 N = pe 和 ， 它 是 
P={at (B+ ICr+1}::— 
特别 是 ， 对 于 入 二 5040 二 24.32,5*7 我 们 有 
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P={(4+1)(2+1) (+1) LI 一 1 一 5.3-2.2 一 1=60 一 1。 
这 就 是 柏拉图 利用 不 寻常 但 并 不 周全 的 记 法 的 一 1 代 志 59 
的 大 要 的 解释 ， 并 且 由 这 个 记 庄 ， 以 及 根据 他 关于 立法 党 必 
须知 道 回答 这 个 问题 的 建议 ， 使 得 天 们 租 稍 ， 他 已 经 掌握 了 
这 个 解法 。 

11. 如 果 我 们 设想 一 个 数 的 因子 的 个 数 与 因子 的 和 的 问 
题 是 某 个 一 般 题 目 中 的 二 种 特殊 人 情形， 那么 它们 之 间 的 密切 
联系 会 变 得 较为 清楚 ， 设 数 六 的 因子 的 次 等 的 和 是 S。 例 
如 ， 对 于 5, 我们 有 5=1 十 2+3*。 当 ;二 1,58 是 NN 的 真 因 
字 的 和 DD。 而 当 :==0 时 ， 每 一 项 都 是 1， 而 $ 就 是 N 的 真 
因子 的 个 数 。 当 ;=2， 它 是 入 的 真 因子 平方 的 和 ， 如 此 类 
推 。 对 于 :的 每 个 忆 ， 用 同样 的 论证 可 以 找到 类 似 于 (3) 的 
一 个 公式 。 值 := 一 1 可 以 和 其 它 值 一样 地 运用 ， 这 个 一 i 
次 宪 是 因子 的 例 数 ， 那 么 ， 当 六 =6，8 是 

卫 + 二 + 二。 
类 似 于 公式 (3)、 N 的 因子 的 倒 束 外 然 是 


(1+ i 
R=-(1+ 证 + + BA1ti+ + 去) 


1 1 
人 + 站 {7) 


以 上 所 有 这 些 和 ， 都 是 一 个 完整 理论 的 一 部 分 。 这 个 理论 从 
这 一 事实 产生 ， 即 象 (2) 那 样 的 才 ， 能 给 出 一 个 数 的 全 部 因 
子 的 完整 清单 。 这 个 理论 的 整个 基础 ,百代 数学 家 已 经 掌握 ， 
这 可 在 析 拉 图 那里 得 到 证 实 ， 丽 且 看 米 他 们 已 经 认识 到 它 的 
美妙 和 重 时。 
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20， 欧 拉 关 于 素数 无 限 性 的 证 明 


我 们 在 第 一 籍 中 讨论 过 的 素数 无 限 性 的 欧 几 里 德 证 明 ， 
是 在 他 认识 完全 数 以 前 作 的 。 欧 拉 加 深 和 扩展 了 对 完全 数 的 
研究 ， 给 出 了 娄 数 无 限 性 的 另 一 个 证 明 。 这 个 证 明 所 利用 的 
思想 ， 正 是 党 全 数 收 论 的 基础 。 

在 进行 证 明 以 前 ， 必 须 先 作 二 个 简单 的 观察 。 

1, 设 48 是 只 有 2 英尺 的 直线 段 。 


4 M M: NM: 8B 
一 一 一 一 一 ~ 


如 果 我 们 上 由 4 走 到 直线 段 的 中 成 M， 再 由 这 里 走 到 余下 的 那 
段 HB 的 中 成 咱 !， 由 呀 !1 再 尖 又 剩余 的 于 18 的 中 点 休 ，， 
如 此 类 推 ， 我 们 疼 是 与 B 相 妥 一 小 慨 ， 但 却 是 不 断 的 接近 
5 。 我 们 走 过 的 距离 应 是 1 英尺 ， 寺 英尺 ， 寺 英尺 ， 如 此 类 
推 。 所 以 这 些 拭 高 加 在 一 起 应 小 于 ? 英尺， 

1 


1 1 
1+ 训 + 让 + 总 2. 


如 果 线 段 不 是 按 半 ， 而 是 按 男 一 个 比 x<1 不 断 地 减少 ， 同 


样 的 设想 也 是 对 的 ， 要 证 明 这 个 ， 我 们 将 再 一 次 利用 几何 级 
数 求 和 的 公式 ， 


1 二 # 二 2 十 "十 X= 二 一 一 一 二 一 一 一 


由 于 x 小 于 1， 布 端的 第 二 个 分 数 是 正 数 ， 它 基 第 一 个 数 减 
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去 的 数 ， 因 此 我 们 有 


1+ x 十 二 十 2 一 


如 果 是 任意 一 个 素数 ， 则 有 二 <1， 并 且 可 以 在 这 个 不 等 
式 中 用 二 代 换 * 。 我 们 可 以 断言 ， 如 果 p 是 任意 -个 素数 ， 
其 且 大 整 数 ， 则 


1 i 万 
十 -五 二 二 二 一 -一 。 1 
Pp pp p"” 1 一 上 pl1 (1 


1+ 


2. 如 果 我 们 号 出 


Am1+ 本 二 于 二 + 
那么 
1 一 六 + 去 + 二 >1+ 3 +( 计 + 十)=1+22， 
人 
计 + 训 )>1+ 闻 ， 
1+ 训 + 了 十， + 吝 >4+ ( 计 +t… 1+)>11 译 ， 
并 且 ~- 般 有 
An=11 训 1 言 + 二 让 之 1+ 旱 ， (2) 


如 m 增 大 ， 则 .4 世 增 大 ， 并 且 只 要 加 充分 大，4 就 能 大 
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守 我 们 事先 给 定 的 任 疙 数 ， 例如， 为 了 使 全 =999， 从 而 做 


4 之 1000， 我 们 只 需要 选择 mm 一 1998 就 可 以 了 。 按照 同样 
的 方法 ， 我 们 可 以 选择 足 胡 大 的 m, 以 使 4 大 于 1 百 万 5 

3, 设 疡 是 一 个 素数 ， 并 是 写 出 (1) 关 于 2,3,5… 直到 P 
的 等 个 素数 的 式 子 ， 


上 上 2 
113 + +t 
1 1 1 .3 
|- 二 一 
lt EC 
1 1 1 Fa 
14 一 十- rr < 


现在 我 们 作 搞 有 这 些 和 的 梁 积 Re。 它 应 小 于 所 有 右 端 的 委 
积 邓 e。 


RMT 

由 前 一 篇 我 们 已 熟悉 了 请 ; 这 一 类 的 科 积 。 当 遍 磁 后 ，8; 是 
所 有 
1. 

3F pr 

这 些 项 的 和 。 其 中 ,8 … yi 的 每 一 个 ,可 友 直 到 的 所 有 
信 。 换 各 话说 ，。 是 

N =2".8*, 54 pr 

的 所 有 因子 的 倒数 的 和 。 因 此 s 是 整数 的 倒数 的 和 ， 但 不 
晤 全 部 可 能 的 整数 的 倒数 和 。 这 些 数 只 是 由 素 因 了 于 2，3， 
5 以 故 它 们 药 不 高 于 于 次 的 党 组 成 的 。 例 如 
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Si 


是 22.3: 二 36 的 疡 有 因子 的 个 数 的 和 。 

4， 我 们 现在 转 到 实际 的 证 明 。 设 ix 是 性 意 正 整 数 。 那 
人 各，aw 是 所 有 如 下 的 数 

2 {3) 

的 食 数 的 和 ， 我 们 考察 那些 运 (3) 中 某 个 数 的 未 因子 的 全部 
素数 ， 并 且 称 这 些 娄 数 中 最 大 的 一 个 为 7。 这 样 ,(3) 中 的 数 
只 是 束 因 子 2,3,5，……， 9 以 及 它们 的 乘积 。 而 且 ， 这 些 素 
数 的 短 不 可 能 高 了 于“ 次 圭 。 因 为 如 果 由 最 小 的 素数 2 表示 
的 数 吓 商 过 x 次 各 的 ， 那 么 这 个 数 就 大 于 2"”"， 所 以 不 在 
数 多 (3) 中 出 现 。 对 王 双 数 2 是 对 的 ;那么 对 于 所 有 较 大 的 崇 
笋 好 一 定 古 对 的 。 办 此 (3) 中 的 数 企 都 包 含 在 2” 3”.5” + 
9 ”的 因子 之 中 。 

现在 ， “如 果 我 们 不 是 对 任意 的 p; 而 着 对 我 们 的 特殊 的 
素数 1 组 成 第 3 节 中 的 续 积 z， 并 且 用 mm 代替 nn, 那么 它 
应 包括 4w 的 所 有 的 项 。 式 子 8 将 含有 与 4 不 同 的 其 它 
的 项 ， 但 重要 的 是 ，4m 的 所 有 的 项 在 和 中 都 可 以 我 到 。 结 


会 第 3 节 术 尾 的 例 ， 我 们 看 到 和 41+ 地 + 地 + 二 部 包括 进 


去 了 ， 并 且 还 有 其 它 很 多 项 。 
由 于 4 和 8 之 间 的 这 个 关系 ， 我 们 有 A 之 8,。 而 


且 ， 由 第 3 省， 我 们 有 Rig, 同时 由 (2)1+ 字 <<4m。 把 
这 些 结 合 在 一 起 ， 有 
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1 04) 
现在 m 是 一 个 任意 正 整 数 ， 而 9 是 (3) 中 全 部 数 中 一 切 素 因 
于 中 最 大 的 一 个 。( 拉 的 左 端 ， 凡 变 nm 选择 的 是 够 大 ， 就 能 
妊 意 大 ,假设 只 存在 有 限 个 素数 ， 则 9 可 以 成 为 最 后 一 个 素 
数 而 不 能 再 继续 增加 。 那 么 (和) 的 右 端 将 增加 至 基 一 个 确定 
值 ， 然 后 保持 为 常数 ， 这 就 和 左 端 可 以 任意 大 这 个 事实 矛盾 
了 ; 因而 这 就 证 明了 素数 的 个 数 是 无 限 的 。 
这 个 征明 比 第 一 篇 中 的 证 明 复 淋 多 了 。 但 是 它 的 重要 瘟 
义 企 干 ， 辐 样 的 方法 可 以 应 用 在 很 多 类 羽 的 更 为 困 蕉 的 问题 
上 ， 其 中 很 少 的 一 些 问题 已 在 第 一 篇 中 提 到 过 。 这 个 方 二 是 
素数 分 布 副 论 的 基础 ， 而 这 个 理论 是 近代 数学 中 最 广泛 最 困 
淮 的 领域 中 的 一 个 。 至 少 在 实 硅 上 ， 这 里 的 基本 思想 在 直 民 
已 经 掌握 了 。 


[ 注 ] 由 此 可 见 1+ 二 1 二 二， 十 二， 举 严 洪 天 时 ， 是 列 限 增加 的 《其 中 
不 限制 为 2 的 等， 但 当 它 增 识 时 ， 最 终 必 将 超过 2 的 攻 刘 确定 的 露 ) 。 在 获 学 中 ， 
这 就 用 “无 穷 级 数 1+ 少 + 证 +，， "是 发 表 章 ”的 说 法 涯 示 ， 虽 然 贡 中 单 儿 的 项 


司 以 不 断 地 变 小 。 但 是 ， 在 现在 的 题目 中 ， 并 不 包括 这 个 重要 事实 ， 也 不 包括 
收 雍 和 和 无限 过 程 的 妖 念 。 


21。 极 大 问题 的 基本 原理 


我 们 已 经 多 次 讨论 过 极 大 和 问题。 在 第 3.5 和 6 篇 中 ， 我 
们 列举 了 一 些 有 关 极 大 问题 的 数学 小 晶 ， 这 些小 品 是 有 巨大 
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才能 的 数学 家 在 写作 更 为 重要 和 完美 的 作品 的 同时 写 出 的 。 
在 送 一 篇 里 ， 我 们 将 讨论 作为 所 有 这 类 问题 的 基础 的 一 些 原 
理 . 

这 些 愿 理 可 以 通过 研究 一 个 根 简 单 的 极 大 问题 提出 。 假 
设 有 一 个 给 定 的 三 角形 (最 好 设想 它 是 由 纸 鸡 下 的 )。 我 们 的 
间 题 是 ， 求 包括 边界 在 内 的 三 二 角形 上 相距 最 远 的 二 二 点 了 和 8 


《图 68)。 答案 是 容易 铺 到 的 ， 
PP 和 日 是 最 大 边 的 端 点 。 但 
我 们 怎样 证 明 它 呢 ? 

有 一 个 在 前 儿 篇 里 不 普 用 
过 的 简单 方法 。 用 它 可 以 使 我 
们 这 里 的 问题 以 及 其 它 问题 都 
得 到 解答 。 我 们 论述 如 下 ， 如 
果 有 一 点 忆 是 在 三 角形 的 内 部 ， 那 么 PQ 一 定 不 会 是 景 大 长 
旗 ， 因 为 在 PQ 的 延长 线 上 必 有 一 点 PL.， 它 和 QQ 的 距离 大 


CC . 
C 四 
P, 
P 0 Q 
已 
4 B 了 4 B 


图 人 的 < 图 5695 


于 PP 和 @ 的 距 语 ， 并 且 它 仍然 在 这 个 三 角形 的 内 部 。 如 果 也 
和 避 都 在 三 角形 边界 上 ， 但 其 中 之 一 ， 设 为 ,不 是 栅 点 ， 
那么 我 们 可 以 在 边界 上 上 找到 与 己 邻近 的 一 点 Pl， 它 和 的 


159 


图 启 


距离 大 于 PQ 的 距离 。PQ 垂直 于 卫 所 在 的 边 ， 以 及 PQ 不 
过， (图 69 x， 69 5) 这 全 结论 都 是 明显 的 。 因 

此 ， 只 有 在 号 和 和 口 都 是 请 点 时，PQ 才能 是 最 大 值 否则 它 
就 一 定 不 是 。 由 于 PQ 想 三 角形 的 一 边 ， 当 然 必 定 是 最 长 的 
一 边 。 

对 于 多 边 形 ， 同 粹 的 论证 使 我 们 得 色相 应 的 结 多 浊 
形 上 相距 最 远 的 二 点， 必 是 顶点 中 相距 最 远 的 二 jE 
和 
二 个 器 点 是 相距 最 远 的 点。 

前 岂 篇 中 的 极 天 问题 可 以 用 同样 竟 方 法 处 理 ， 司 用 这 个 
原理 求 结 果 ， 要 比 用 那儿 篇 里 前 方法 简捷 。 例 和 如， 在 已 知 贺 
内 求 最 去 的 内 接 三 角形 (图 71)， 我 们 这 里 假定 4CB 不 是 等 
过 的 。 和 如果 4C 和 BC 不 相等 ， 我 们 在 区 内 作 忆 48 为 底 的 


图 六 图 ?1 


等 腰 三 角形 48。 这 新 三 角形 的 高 线 比 原 来 的 长 ， 因此 有 
较 大 的 面 程 。 所 以 不 等 边 的 三 角形 不 可 能 是 景 大 的 ， 最 大 的 
三 角形 必定 是 锋 边 的 。 闻 栓 的 方法 也 可 用 干 矢 足 三 角形 的 情 
形 。 

在 前 几 篇 中， 我 们 为 什么 楼 用 相当 长 而 又 比较 复杂 的 证 
明 呢 ? 为 付 么 不 满 吓 于 这 个 简单 得 多 的 方法 昵 ? 理由 是 ， 这 
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个 方法 含有 一 个 严重 的 办 辑 错 误 。 这 个 错误 在 二 个 世纪 内 都 
一 直 末 被 指出 ， 直 到 十 九 志 纪 下 半 叶 维尔 斯 特 拉 斯 才 把 它 揭 
露出 来 。 

如 果 我 们 把 原理 应 用 于 另 一 个 例子 (图 72)， 这 个 错误 
将 变 得 明显 起 米 。 由 于 平面 无 限 延 侍 ， 显 然 在 这 个 图 形 里 没 


有 相距 暴 远 的 二 个 点 点 王 向 右 移 得 越 运 ， 虐 离 MP 也 就 
越 大 。 然 而 前 面 的 论证 油 样 可 以 进 答 。 假 设 己 和 Q 是 在 图 形 
内 部 或 边界 的 任意 处 ， 甚 至 它们 可 能 是 四 个 闫 点 4, 8, C, D 
中 的 任 一 点 。 除 非 PQ 从 好 是 达 AB， 那 么 总 能 找到 邻近 的 
点 Pl， 使 PQ 的 距离 赠 加 。 正 如 前 面 的 情形 ， 除 了 点 对 4， 
8 外， 对 于 任意 的 点 对 了，Q， 我 们 都 能 在 它们 邻近 找到 相 
距 更 远 的 点 对 。 也 就 是 除 4， 8 外， 没有 其 它 点 对 可 以 给 出 
最 大 值 ， 如 果 现 在 严格 的 按照 前 面 的 论证 进行 ， 我 们 必须 断 
定 44 是 最 大 值 。 

在 这 个 时 后 的 论证 中 ， 我 们 遵 特 完全 一 样 的 原理 ， 得 出 
了 一 个 明显 错误 的 结果 。 对 于 三 角形 ， 我 们 怎 能 保证 我 们 得 
出 的 结果 不 错 归 ? 

这 个 方法 中 所 舍 的 错误 是 这 样 的 ， 对 于 兰 角形 采 说 ， 我 
们 划 终 证 明了 的 是 ， 除 了 最 大 边 的 端点 外 ， 没 有 其 它 的 点 对 
可 以 有 最 大 的 值 。 但 是 ， 这 并 没有 告诉 我 们 ， 这 二 个 点 比 三 
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角形 内 其 它 任何 点 对 相距 更 远 。 如 果 我 们 知道 最 大 值 向 题 必 
有 一 个 解 ， 我 们 就 能 合乎 曙 辑 地 断定 最 大 值 必 是 这 个 点 对 ， 
因为 没有 共 它 的 可 能 性 。 但 是 我 们 必须 知道 存在 着 一 个 解 。 
如 图 72 的 情形 ， 如 果 存 在 一 个 解 ， 它 应 当 是 483， 但 在 这 
个 间 题 中 ， 最 大 值 实际 上 是 不 存在 的 。 

现在 很 清楚 了 ， 为 什么 在 前 几 篇 中 我 们 不 能 避 开 看 来 很 
麻烦 的 证 明 。 这 些 证 明 不 只 是 为 使 推理 完善 所 希望 的 ， 并 且 
是 为 到 免 一 个 严重 的 逻辑 错误 所 必需 的 。 为 了 完成 本 章 的 所 
有 匮 量 ， 我 们 还 需要 用 对 图 68 所 作 的 有 所 欠缺 的 论证 。 


图 73 图 74 


我 们 首先 作 一 个 简单 的 观察 ， 如 果 我 们 有 二 条 平行 直线 
e 和 六 图 73)， 那 么 垂 线 PQ 比 二 点 分 别 在 不 同 直线 上 的 任 
意 其 它 线段 FF 都 短 。 也 就 是 PQ 比 连 接 左边 g 上 的 一 点 
D7 和 右边 娘 上 的 一 点 六 的 任意 线段 UV 都 短 。 

不 限于 对 三 角形 ， 我 们 可 以 容易 地 对 一 般 的 多 边 形 进行 
证 明 。 

令 卫 和 人 Q 是 多 边 形 内 部 或 边界 上 的 任意 二 点 。 我 们 在 
PQ 的 端点 作 二 条 垂直 线 5, 六 (图 74)。 这 二 条 直线 把 束 个 图 
形 分 割 出 一 条 平行 带 。 现 在 ， 由 于 多 边 形 内 至 少 有 这 个 点 P 
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在 & 上 ， 多 边 形 的 某 些 端点 4 必定 位 于 的 左边 ， 或 可 能 
在 g .上 。 而 另外 有 某 些 端点 8 必定 位 于 的 右边 ， 或 可 能 
在 上。A8 距离 不 能 小 于 PRQ， 困 而 PQ 不 大 于 多 边 形 任 
意 二 个 端点 闻 的 最 大 距离 。 因 此 ， 这 最 后 的 距离 就 是 最 大 
慎 ， 

在 下 一 篇 里 ， 我 们 将 提出 另 一 个 极 大 问题 ， 它 比 前 茄 的 
任 一 问题 更 复杂 。 这 个 问题 是 ， 周 长 已 知 ， 求 由 直线 或 曲线 
所 围 成 的 面积 最 大 的 图 形 。 我 们 将 证 明 ， 最 大 值 只 可 能 是 
较 ， 但 不 打算 证 明 贺 的 而 积 实际 大 过 其 它 任 何 图 形 。 由 于 曲 
线 图 形 进 人 研究 的 范围 ， 这 个 各 是 就 复杂 化 了 。 因 此 ， 即 使 
为 了 得 到 这 有 限 的 结果 ， 我 们 也 势必 要 应 用 一 系列 新 的 概念 
和 事实 。 


22. 一 定 周 长 下 面积 最 大 的 图 形 


为 什么 肥 钳 泡 是 球形 的 ? 这 是 因为 由 一 定 物质 组 成 的 肥 
拒 膜 内 有 一 种 内 诊 力 ， 这 种 内 到 力 使 肥 刍 膜 变 厚 而 面积 缩 
小 。 当 空气 的 压力 不 起 作用 时 ， 被 包围 的 空气 净 保持 一 固定 
的 体积 ， 而 其 表面 积 则 将 变 得 尽 可 能 地 小 。 换 名 话说 ， 肥 所 
泡 解决 了 在 一 定 体积 下 求 表面 积 最 小 的 立体 图 形 的 问题 。 

我 们 现在 要 解决 的 问题 ， 比 任何 肥 撮 泡 和 水 滴 所 解决 的 
问题 简单 些 。 为 了 代替 考察 立体 图 形 ， 我 们 可 把 自己 局 限 在 
二 维 的 图 形 上 ， 并 要 求 作出 既定 面积 下 最 小 周 长 的 图形 。 

1. 这 里 我 们 要 求 的 是 陪 定 面积 下 景 小 周 长 的 图 形 ， 而 
本 篇 的 标题 要 求 的 是 一 定 周 长 下 面积 最 大 的 图 形 。 但 它们 之 
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间 的 差别 只 是 玫 面 的 。 实 际 上 ， 假 定 已 知 属 长 为 二 的 图 形 不 
是 网 (图 7?5)， 而 已 知 周 长 为 .了 的 图 形 有 里 大 面积 。 那 
么 我 们 有 /= 和 下 沁 。 现 在 我 们 可 以 使 图 形 二 按 比例 缩 


75 

小 ， 为 比 ， 只 要 把 由 图 形 天 内 部 任意 一 点 0 到 周 界 的 所 有 射 
线 04.0B, DC DD,， 都 按 一 定 的 比例 编 减 就 可 以 了 。 我 
们 可 以 选择 这 样 一 个 比例 ， 使 缩减 后 的 局 长 为 了 的 图 形 
,与 天 有 同样 的 面积 。 因为 显然 图 形 周 长 同 时 减 小 ， 即 
三 < 因此， 有 是 和 加 有 相同 面积 但 冰 长 却 较 小 的 一 个 图 
形 。 如 果 证 明 这 是 不 可 能 的 ， 那 么 标题 指出 的 阿 题 也 就 解决 
了 ， 洪 且 这 个 和解 就 是 圆 。 由 于 按 相 反 的 说 序 用 闻 样 方法 也 能 
却 以 证 明 ， 所 以 二 个 提 法 是 完 侈 等 价 的 。 

2. 我 们 刚才 已 经 以 隐藏 的 方式 应 用 了 下 述 关于 图 形 的 
面积 和 局长 前 定理 ，; 

I。 如果 平面 图形 按 1: 7 
阳 各 六 ,亚信 局 攻 局 夫人 人 
前 比例 党 个。 

我 们 还 将 应 用 其 他 儿 个 有 关 图 形 而 积 和 周 长 的 定理 。 但 
我 们 将 不 提 它 们 如 何 证 明 。 因 为 这 将 本 求 对 所 含 的 全 部 概念 
的 确切 食 浆 作 一 分 析 ， 而 且 还 必须 建立 一 套 完 整 的 理论 ， 这 
料 伐 并 不 是 我 们 的 肯 的 ， 但 我 们 将 在 此 殉 出 那些 将 要 应 用 而 
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提 夺 全， 以 9 为 相 伺 中心 
1 


未 加 证 明 的 所有 定理 。 
[ ， 如 果 一 个 图 形 的 表面 是 另 一 个 图 形 的 表面 的 一 部 
分 ， 那 么 这 个 图形 的 在 积 就 小 于 另 一 个 图 形 的 面积 (图 76)。 


图 76 图 ?7 
图 78 图 79 


关于 图 形 周 长 的 类 似 论述 是 不 能 成 立 的 。 这 可 以 县 图 77 
看 出 。 这 里 我 们 只 要 使 内 部 的 曙 线 充分 这 肯 ， 就 会 使 它 大 于 
外 部 的 曲线 。 但 是 ， 如 果 只 眼 制 在 凸 图 形 ， 这 个 定理 还 基 正 
确 的 。 

如 果 一 个 图 形 前 任意 二 点 都 可 以 用 全 部 在 图 形 内 的 一 繁 


十 电 昌 二 音 唱 本 


直线 连接 起 来 ， 这 而 素 家 为 二 光 . 加 和 三 角形 是 四 图 
形 ， 击 图 78 则 不 是 ， 因 为 卫 和 @ 是 在 它 内 部 ， 但 连接 它 们 
的 将 线 并 不 多 部 在 图 形 内 。 

下， 加 果 一 个 向 曲线 钨 虱 了 名 二 个 品 申 维 “， 则 外 
线 的 周 长 较 大 ( 图 76)。 
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WW ， 任 淮 一 个 非 上 图 形 都 可 以 把 它 污 补 成 面积 地 大 周 长 
沽 修身 一 个 品 图 形 (图 79)。 

未 加 证 明 而 被 接受 的 这 四 个 定理 ， 在 直观 上 是 十 分 明显 
的 。 如 果 有 某 些 怀疑 的 话 ， 那 只 是 定理 看。 然而 ， 我 们 知 
道 。 直 观 验证 并 不 是 那样 重要 的 。 

3， 现 在 我 们 准备 着 手 作 这 个 证 明 ， 并 采用 斯 坦 纳 所 朋 
过 的 论述 。 我 们 首先 要 证 明 ， 宏 周 长 丰 最 大 面积 的 图 形 必 
定 是 中 的 、 这 可 以 队 玉 和 了 直接 导出 。 如 果 按 照 代 ， 图 形 可 
填补 成 为 目的， 那么 周 长 磊 小， 面积 增 大 。 如 果 再 接 适 当 的 
比例 扩大 所 得 到 的 图 形 ， 可 使 其 周 长 和 原来 图 形 的 周 长 一 
样 ， 那么 根据 I ， 面 各 还 要 增 大 。 这 就 说 明 ， 对 于 每 个 非 上 
的 图 形 ， 能 作 一 个 有 同样 周 长 但 面积 较 大 的 凸 图 形 。 因 此 ， 
非 四 图 形 在 一 定 周 长 时 ， 无 论 怎样 都 不 能 有 最 大 面积 。 

4. 因此 我 们 现在 只 需 党 虚 凸 图 形 。 下 面 证 明 ， 对 于 一 
宏 周 长 的 任意 的 外 图 形 ， 存 在 一 个 同样 司 长 、 面 积 至 少 相等 
而 有 一 对称 轴 的 襄 图 形 。 商 为 曲线 上 任 一 点 (图 80)， 且 
令 @ 是 曲线 上 那样 一 个 点 ， 它 自己 灌 曲 线 度 重 的 距离 愉 好 旦 
局 必 的 一 半 。 张 P& 把 图 形 切 割 为 二 部 分 。 如 果 它 们 有 不 园 
面积 ， 我 们 选择 面积 较 大 的 那 部 分 ， 并 便 之 反射 在 直线 PQ 
上 ! 如 果 它 们 面积 相同 ， 我 们 任 选 其 一 ， 并 使 之 反射 在 PQ 

这 一 部 分 和 它 的 镜面 反射 部 分 组 成 一 个 图 形 ， 其 周 长 和 
原来 的 一 样 ， 而 而 积 至 少 一 祥 大 。 并 且 这 个 图 形 有 对 称 轴 。 
如 果 这 个 图 形 不 是 出 的 ， 那 么 应 用 和 工 ， 按 第 3 节 那 样 就 
可 作成 。 但 这 只 是 增加 了 面积 ， 而 显然 不 会 破坏 对 称 性 。 

这 是 命题 完整 的 证 明 ， 但 还 需 指出 另外 一 点 。 如 果 原 来 
的 图 形 是 一 个 国 ， 那 么 PQ 是 它 的 一 个 直径 ， 而 经 反射 得 到 
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的 图 形 仍 是 圆 。 如 果 兰 来 的 图 形 不 是 圆 ， 那 么 被 PQ 分 开 的 
二 部 分 至 少 有 一 部 分 不 是 半 部 (图 81)。 如 果 这 都 分 的 面积 
比 那 部 份 的 大 ， 那 么 经 反 躺 所 得 的 新 图 形 的 面积 较 大 。 如 时 
二 部 分 面积 相等 ， 那 么 我 们 约定 选择 非 半 轩 的 那 部 分 。 所 座 
新 疼 形 将 不 是 一 个 圆 。 如 果 新 图 形 不 是 凸 的 ， 我 们 可 以 利用 
二 和 了 把 它 填 补 成 性 的 ， 再 一 次 增加 了 它 的 面积 。 因 此 ， 我 
们 可 以 说 ,或 者 有 一 个 周 长 相 等 市 面积 较 大 欧 图 形 ， 或 者 这 
新 图 形 是 周 长 和 面积 都 与 原 图 相等 的 凸 图 形 。 音 者 ， 只 有 在 
原 图 形 是 匀 的 情形 下 ， 新 园 形 才 是 贺 . 

5， 和 如 果 原 来 的 图 形 不 是 图 ， 我 们 可 以 “ 疏 善 ” 它 或 用 一 
个 面积 和 周 长 都 与 其 相等 的 山 图 形 来 代替 它 。 新 图 形 有 对 称 
轴 但 不 是 一 个 贺 。 如 果 图 形 能 被 “改善 "， 它 一 定 不 是 最 大 
的 ， 

我 们 现在 要 指出 ， 如 果 具 有 对 称 轴 移 号 图 形 不 古国 ， 我 
们 可 以 作 一 个 周 长 相 等 而 面积 一 定 卉 大 的 另 一 凸 图 形 。 如 果 
这 一 点 得 到 证 明 ， 那 么 就 说 明 ， 不 是 贺 的 一 切 园 形 ， 都 能 
“改善 ”。 
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如 果 43 是 对 称 轴 ，( 图 82}， 那 么 ， 在 疼 形 的 边界 线 
上 ， 必 有 一 点 CC， 使 角 才 .4CB 不 是 直角 。 因 为 如 果 任 一 点 
所 作 前 角 是 直角 ， 那 么 根据 郊 知 的 一 条 定理 { 见 图 18)}， 这 
条 曲线 应 当 是 直径 为 48 的 圆 届 。 但 按 假 谈 ， 这 个 曲线 并 不 
是 圆周 。 我 们 现在 男 作 一 个 直角 三 角形 4BIC (图 8331， 使 
直角 过 d=4C 和 BiC=BC; 这 个 三 角 下 对 4181 的 皮 
庙 得 到 四 过 形 C1B81C1 的 四 条 边 。 在 这 个 四 这 形 的 边 上 ， 
再 放 上 原 图 出 4C8C' 切割 开 的 对 应 的 筷 形 。( 这 些 扇形 在 图 
82.33 上 画 上 阴影 

这 样 ， 所 得 到 的 新 图 形 的 周 长 与 旧 训 一样 ， 因 为 它 由 相 
同 的 四 条 曲线 刻 组 成 。 新 图 形 的 面积 ， 由 四 个 户 形 以 及 四 迅 
形 4.C181C' 组 成 。 篇 形 在 二 个 图 形 上 是 相同 的 ， 所 以 只 和 
要 比较 四 边 形 或 其 至 只 比较 相应 的 三 角形 4B8C 和 2423Ci， 


因为 两 个 图 形 是 对 称 的 。 三 角形 4181C1 的 面积 为 地. Cr， 
B.C1。 三 角形 48C 由 8 到 .4C 的 高 小 主 如 CC， 因 为 已 点 的 
角 不 是 直角 。 所 以 ， 这 个 三 角形 的 面积 将 小 于 地 4C.8C。 但 


AiC! = 本 人 BC = BBC, 因此 AABO 的 面积 小 于 ABIC) 


的 面积 。 这 就 是 说 ， 新 图 形 较 原 来 
的 图 形 有 园 大 的 面积 。 

至 比 ， 证 基 已 金 部 完成 :对 于 
不 是 圈 的 任 辣 疾 形 ， 可 以 作 另 一 个 
悦 长 相等 而 有 较 天 面积 的 图 形 。 因 
此 ， 可 能 具有 最 大 面积 的 图 形 只 能 
是 圆 。 
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本 


我 们 还 未 证 明 融 的 面积 ， 事 实 上 已 超过 周 长 丰 等 的 其 它 
图 形 的 面积 ,我 们 已 还 明和 的 部 分 与 整个 问题 之 间 的 关系 ,在 前 
一 篇 里 都 已 详细 谈 过 。 这 个 问题 的 彻 座 解 决 是 可 以 办 到 的 ， 
但 需要 系统 地 建立 起 完整 的 理论 ， 而 这 已 不 是 本 书 的 目的 
了 。 

[十 ] 西南 组 是 指 凸 图 形 的 边界 线 。- 译注 


23. 循环 小数" 


1. 分 数 化 为 小 数 是 我 们 库 悉 的 过 程 。 当 这 个 过 程 完 成 
的 时 候 ， 小 数 会 有 各 种 不 同 的 形式 ， 试 看 下 面 的 例子 ， 


了 -3 

工 ， 6 一 0.2， 1 =—0.075s 
4 1 

I. B04444..", =0.142857142857.+*} 
1 一 四 _ 了 7 = 和 

I. 6 0.1666 ; 0 一 0.2333，…，。 


最 简单 的 是 第 1 类。 根据 小 数 的 意义 ， 我 们 可 以 把 它们 写成 
以 10 的 舌 为 分 母 的 普 道 分 数 ， 
1 2 3 ?78 


5 0 40 1000° 

这 些 等 式 不 能 说 明 任 何 特 别 的 东西 。 它 们 只 能 说 明 ， 已 佑 的 
分 数 可 以 “扩大 ”， 使 得 它们 的 分 母 成 为 10 的 宪 的 形式 。 这 
对 于 那些 分 母 含 有 10 的 震 的 因子 的 分 数 ， 午 可 以 作 到 。 这 
样 一 个 分 母 的 特点 是 ， 除 了 2 和 5 以 外 ， 它 没有 任何 其 它 款 
音 子 ， 因 为 如 果 7 是 “和 及 中 的 较 大 者 ， 数 2 ,88 可 以 整除 
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107。 所 以 ， 分母 是 2 到 的 一 个 分 数 总 是 可 以 " 扩 关 ?成 分 民 
是 10 的 分 数 ， 并 且 最 效 变 为 了 位 小 数 。 

2， 姑 果 己 知 的 分 数 的 分 母 含有 不 能 被 2 或 5 整除 的 因 
子 包 那么 这 种 分 数 就 不 能 "扩大 ”成 分 尉 是 10 的 苦 的 分 数 。 
事实 上 ， 假 设 


0 .a 
7 一 101 一 24.53 » 


那么 应 导出 
2 53 8 一 0 在 
数 站 假设 厂子 1 ， 它 应 该 能 被 2 或 5 整除 ， 因 为 由 2 的 素 
因子 分 解 的 唯一 性 ，2 或 5 是 能 整除 a+ 和 已 的 公有 的 素 因 
| 在 这 种 情形 下 ,我 


们 说 ， We 地 ,二 和 5- 可 以 展开 为 “无 限 小 数 ”。 但 是 ， 


就 其 实质 来 说 ， 党 种 小 下 是 和 分 是 10 的 守 的 那 种 意义 下 
的 小 数 完 全 不 同 的 。 因 为 小 数 展 开 中 没有 最 后 的 数字 ， 那 么 
也 就 不 存在 确定 的 10 的 需 了 。 

当 我 们 谈 到 “无 限 小 数 " 时 ， 我 们 用 的 “人 小数" 这 个 词 具 有 
新 的 广泛 的 食 勾 。 就 我 们 的 目的 来 说 ， 不 需要 强调 这 个 新 含 
义 的 严格 意义 。 记 涉及 的 仅 是 这 个 问题 的 形式 方面 ， 在 这 种 
请 形 下 ， 分 数 转化 为 小 数 的 过 程 并 未 间断 。 它 无 穷尽 地 产生 
无 限 小 数 的 越 来 越 多 的 数字 。 比 较 多 的 无 限 小 数 是 循环 的 ， 
即 从 某 一 确定 的 地 方 开始 ， 数 字 的 序列 就 成 为 同一 数字 组 的 


一 再 重复 。 例 如 ， 广 一 开头 就 是 142857 的 重复 。 因为 只 有 
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十 个 数字 ， 所 以 任意 一 全 无 限 小 数 中 的 某 信 数字 必定 在 以 后 
会 重复 出 纲 。 但 是， 这 并 在 表 示 所 有 这样 的 小 数 是 循环 的 小 
数 。 
0.101001000100001-…， 

基 无 配 不 笛 环 小 数 的 一 个 例子 。 共 中 只 用 到 数字 0 和 1 ， 而 
且 第 # 个 1 的 后 面 恰好 限 着 个 败 。 

3. 在 工 和 丰 中 引进 了 其 分 母 除 2 和 5 外， 还 含有 其 它 
素 因 子 的 分 数 的 便 子 。 我 们 现在 要 指出 ， 这 样 的 分 数 往往 导 


致 循环 小 数 。 首 先 研 究 志 这 个 例 。 午 复 运用 普通 的 除 洁 可 得 
小 数 ， 


0.142857+.+ 
7)1.000000 


当 余 数 工 一 经 出 现 ， 除 法 的 整个 过 程 将 和 最初 的 时 候 一 样 重 
又 开始 。 佘 数 的 序列 {，3，2，6，4，5 以 及 商 数 序列 1，4， 
2，8，5，?7 将 一 再 重复 出 现 。 特 环 沙 数 将 有 和 牢 环 节 142857。 
因为 我 们 在 其 它 例 子 中 也 机 进行 这 种 除 苇 ， 为 了 今后 方便 ， 
可 用 一 种 缩写 形式 来 表示 这 个 过 程 。 我 们 写 出 
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二 二 0.145857，….， 
1 326451 


在 这 里 我 们 记 于 了 在 每 一 步 求 得 一 个 痢 商 后 的 余数 。 无 限 小 
数 的 循环 节 通 常用 它 上 而 的 水 平 黑 线 指明 。 另 一 个 例子 是 


0 7a17..., 
4] 3 3013 7293 


这 里 当 余数 3 出 现时 ， 陈 法 过 程 就 开始 重复 ， 因 为 整个 过 程 
是 从 3 开始 的 。 商 数 同时 将 从 循环 节 的 终点 开始 与 以 前 重 
复 。 现 在 的 情形 就 是 从 数字 7 开始 ， 它 是 因为 余数 开始 重复 
而 引起 的 。 


对 任意 分 数 志 作 除法 时 ， 我 们 必然 会 遇 到 早先 出 现 过 的 


一 个 余数 。( 分 数 的 分 子 当 作 第 一 个 余数 ) 余数 只 可 能 是 1， 
2，3,-…， 2B 一 1。0 不 包括 在 余数 中 ， 因 为 它 的 出 现 就 惧 示 
除 莫 已 经 结束 ， 而 且 小 数 是 有 限 的 。 但 是 ， 如 果 分 母 有 不 同 
于 2 或 5 的 束 因 子 时 ， 我 们 知道 ， 这 是 不 可 能 的 。 现 在 由 于 
余数 只 可 能 有 5 一 1 个 数字 ， 那么 在 除法 过 程 中 ， 在 第 2 步 


或 更 早 些 ， 就 必然 开始 重复 。 所 以 所 的 小 数 展 开 式 是 循环 
的 ， 并 且 它 的 循环 节 至 多 是 5 一 1 位 。 对 于 十 ， 正 好 大 到 循 


环节 的 这 个 最 大 长 度 ， 至 于 分 数 写 -， 则 没有 达到 。 另 一 个 
有 循环 节 最 大 长 许 的 例子 是 ， 


173 


它 的 循环 节 长 度 等 于 5 一 1= 二 17 一 1 二 16。 

4. 从 现在 起 ， 我 们 将 考察 的 仅 是 分 母 与 0 互 素 的 分 
数 ， 即 分 母 不 含 素 因 子 3 与 5 的 分 数 。 我 们 将 着 重 谈 让 循环 
节 的 长 度 。 


分 数 拖 当然 是 县 约 分 数 ， a 与 5 是 互 素 的 。 干 是 相 除 得 


到 的 余数 都 将 是 与 己 互 未 的 数 。 设 ~ 是 与 所 互 素 的 余数 。 除 
法 的 下 一 步 是 由 85 除 1 得 到 商 9 和 余数 1。 这 就 是 说 ， 
Il0r 含 5 的 ? 倍 ， 并 多 出 祭 数 1， 
10r=gbtri, 
或 

rl=10r—ab,. {1) 
因为 5 与 10 互 素 ， 也 与 + 互 素 ， 于 是 5 工 与 10rx， 也 与 10 
7 一 05 并 素 。 因 此 ， 对 于 地 一 个 与 5 互 素 的 余数 都 随 之 有 
与 5 互 素 的 另 一 个 余数 1。 由 于 分 子 4 被 当 作 第 一 个 祭 数 ， 
并 县 与 3 互 素 ， 因 此 以 后 产生 的 所 有 余数 都 与 2 互 素 。 由 此 


得 到 结论 ， 小 数 忆 的 镇 环节 的 长 麻 不 太 于 与。 生来 扩 余数 的 
个 娄 | 

与 3 互 素 的 余数 的 个 数 本 身 是 很 有 趣 的 教 。 在 数论 中 ， 
它 常用 符 导 {表示 。 便 加 ，F(2)==1,，%(3)=2,， (4 二 
2，yYf5) 一 4， 久 (60 二 27 一 6，0(8)= 一 和。 特别 是 对 于 素 
数 z»， 因 为 它 前 面 所 有 的 p 一 1 个 数 都 与 它 互 峙 ， 我 们 有 


{Pp)=p—1, {2) 
利 骨 符号 45)， 我 们 现在 可 以 说 ， 当 8 与 人 0 互 素 时 ， 分 数 
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二 的 循环 节 的 长 度 ， 最 多 有 p(2) 位 。 
5， 我 们 已 经 看 到 ， 如 果 有 不 同 于 2 和 5 的 素 因 子 ， 
甚至 当 5 与 10 不 耳 素 了 时， 分数 了 的 小 数 展开 式 必定 是 特 训 


的 。 我 们 看 到 有 限 个 可 能 的 余数 中 必 航 总 会 有 一 个 重新 出 
现 。 据 此 ， 我 们 可 以 断定 它 必定 是 循环 的 ， 但 还 不 能 肯定 循 
环 将 从 何 处 开始 。 在 例 工 中 ， 循 环 从 小 数 点 后 立即 开始 ， 而 
在 例 丰 中 ， 具 是 在 小 数 点 后 经 过 1 个 数字 后 开始 。 在 例 I 
中 ,分母 与 10 没有 公共 因子 ， 而 且 我 们 将 征明， 车 5 与 10 


互 素 ， 则 歹 的 小 数 展开 式 必 有 从 小 数 点 后 立即 开始 循环 。 为 此 


我 们 就 得 证 明 ， 开 始 重 复 的 第 一 个 余数 是 整个 序列 中 的 第 一 
个 ， 踊 分 子 自 身 。 即 如 果 二 个 余数 相等 : >m 一 rm 那么 前面 
的 余数 rw-( 和 六 -!: 也 相等 ， 实 际 上 可 以 是 任意 靠 前 的 余数 。 
由 于 10 rn- 和 10 r,-! 除 以 二 得 到 >w 和 rw 

lO rn_!=9n-1"b+ rns 

30 ral nl Stra 
应 用 rr。 二 rn 由 减法 求 得 

10(ram-i 一 ma- 一 (9m_I 一 9 TB 

由 此 可 入 10(r mi 一 rw- 中 能 被 5 整除 。 由 于 5 与 10 互 素 , 则 
5 必 能 整除 rm 一 +1 那么 这 个 六 1 一 -1 上 必 是 下 列 数 
中 的 一 个 ， 


0, bp, 2b, tab,---, 


现在 ， 功 一 方面 rm-1 和 >，: 是 余数 ， 每 “个 都 小 于 已， 因此 
这 个 差 的 数值 小 于 8。 仅 有 前 可 能 性 臣 
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rl rn 
园 此 ， 特 环 应 尽 可 能 提 苗 开始 ， 实 际 上 应 从 小 至 点 后 立 邵 开 
始 。 
6. 如 果 用 ;表示 循环 节 的 长 褒 , 那么 当 守 展开 为 小 数 


时 ， 在 除 落 过 程 中 经 4 步 后 ， 第 一 个 余数 将 重新 山 现 。 除 法 
每 进行 一 步 ， 小 数 戴 向 右 移 沉 一 亿 。 7 步 后 出 现 的 余数 ” 实 


际 上 可 用 -5 表示 .因此 ,如 果 用 5 除 104 得 余数 4 那么 
10% 一 a 可 被 2 整除 ， 由 于 

i0Ma—a=at{l10—1), 
以 及 a 与 5 互 索 ,这 就 表明 ，5 能 整除 10 一 1。 由 于 循环 节 
终止 于 余数 4 第 一 次 重新 出 现 的 时 候 ,所 以 是 使 10' 一 1 能 
被 整除 的 最 小 的 数 。 也 就 是 使 2.10" 除 以 5 有 余数 4 的 最 


小 的 数 。 

我 们 已 经 证 明 

定理 1， 忆 多 亲 沁 的 长 庶 4 蚌 使 101 一 1 能 被 2 整除 的 
及 小 灼 数 。 


应 该 强调 有 二 个 事实 伺 售 在 这 个 定理 中 。 第 一 ， 每 一 个 
与 10 互 素 的 数 5， 对 应 一 个 使 得 10: 一 1 能 被 二 验 陈 的 数 1。 
这 样 的 一 个 数 : 的 存在 性 不 是 自明 的 ， 但 是 作为 循环 节 的 长 
度 ， 我 们 已 经 求 得 它 了 ， 并 且 在 第 3 节 中 证 明了 循环 节 的 在 
在 性 。 第 二 ， 数 1 由 确定 ， 并 且 与 < 无关。 有 相同 分 县 刀 


的 一 切 既 约 分 数 生 ， 都 有 相同 长 度 的 循环 节 。 我 们 将 用 ?一 / 
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(5) 的 记号 强调 4 对 干 5 的 依赖 性 。 
7. 我 们 现在 将 研究 和 -的 小 数 蝴 开 式 ， 其 中 有 不 同 的 
值 而 是 相同 的 。 我 们 已 经 求 得 


类 此 得 到 


也 的 循环 节 285714， 可 以 通过 对 壹 的 御 环 节 142857 的 数字 
进行 轮换 得 到 。 如 果 记 下 余数 2， 子 的 展 式 就 田 此 开始 很 
明显 2 也 出 现在 地 的 余数 中 。 由 此 开始 一 直 往 后 ， 二 个 展 式 
必然 逐步 都 是 相同 的 。 会 数 3,4,5,6 也 将 出 现在 地 的 展 式 


中 。 因 为 十 的 展 式 有 长 度 为 6 的 循环 节 ， 所 以 事实 上 关于 7 


的 6 个 剑 数 必然 出 现 。 如 果 我 们 设想 循环 节 的 数字 是 通过 一 
个 轮换 得 到 的 ， 这 个 轮换 的 最 后 一 个 数字 后 面 就 是 循环 节 的 
第 一 个 数字 ， 那 么 可 以 用 王 表 排列 出 余数 和 商 ， 


由 此 表 ， 我 们 可 以 写 出 了 以 及 其 它 类 似 的 分 数 的 小 数 展开 
式 。 例 如 ， 志 的 特 环 上 由 8 开始 ， 并 且 是 857142， 所 以 我 


们 有 于 =0.8 57142。 


我 们 以 前 说 的 循环 节 都 巧 对 于 商 来 说 的 。 然 而 ， 如 我 们 
已 着 到 的 ， 余 数 也 有 同样 形式 和 同样 长 度 的 逢 环节 。 


8. 和 的 循环 节 长 度 不 能 超过 p(2)， 但 实际 上 并 不 一 定 
要 这 样 长 ,对 于 地 和 -证 -, 我 们 求 得 它们 的 第 环节 有 最 大 长 度 ， 


但 是 对 于 - 计 -, 我 们 求 得 的 是 1 二 5, 小 于 p (41) 一 40。 进 一 步 
确定 勿 环节 的 实际 长 度 是 困 礁 的 ， 在 每 一 种 情形 下 ， 它 必须 
通过 计算 求 得 。 但 关于 循环 节 的 长 庶 X5)， 我 们 可 以 比 
1(5) 必 9(5) 谈 得 更 多 些 。 

我 们 将 以 新 例 -动作 为 讨论 的 出 发 点 。 通 过 试验 ， 小 于 


21 的 0 个 数 中 很 易 求 得 汪 (21} =12。 悉 而 ， 通 过 除 革 我们 
得 到 


循环 节 的 长 度 21)= 二 6 之 12 一 Pp(21)。 在 作 除 计 的 过 程 中 ， 
12 个 可 能 的 余数 中 ， 只 有 8 个 出 现 。 我 们 把 它们 排列 在 表 
让， 
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由 此 沾 我 们 可 坟 写 出 


10 ~- 4 — 
476190.,37=0.19047 6 


但 基 ， 我 们 不 能 求 得 另 一 个 分 数 -二 的 展 式 。 这 个 分 数 希 要 
重新 作 除法 ， 


在 此 表 中 ， 不 只 是 出 入 了 一 个 新 余数 2， 记 有 其 它 余 数 也 都 
是 新 的 。 可 以 证 明 以 前 的 旧 余 数 在 此 表 中 不 会 出 现 。 每 一 个 
余数 完全 确定 了 以 后 展开 移 全 部 过 程 ， 因 而 表 (4) 的 任 一 个 
余数 都 能 得 到 C2) 的 6 位 数字 循环 节 的 所 有 有 余数。 于 和 是 ， 如 
加 (8) 含 有 (4) 中 出 现 的 任 一 个 余数 ，(3) 就 应 包含 C4) 中 的 
所 有 余数 。 由 于 CB) 只 含有 6 个 余数 ， 它 不 可 能 再 售 任 何其 
它 的 数 ， 而 这 不 符 食 (3 含有 余数 2 的 事实 。 二 个 表 (A) 和 
(如 ) 合 在 一 起 ， 钢 在 包括 了 所 有 的 %(21) =12 个 余数 ， 这 12 
个 数 可 以 作为 以 21 为 分 母 的 既 约 真 分 数 的 分 子 。 
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9 上面 对 于 以 21 为 分 母 的 分 数 作 表 (.4) 和 天 (3) 中 所 
包含 的 思想 ， 可 以 用 六 得 到 有 关 循 环节 长 肉 的 某 此 一般 结 
论 。 


如 果 寺 的 必 式 中 有 最 大 长 度 (8) 二 p(5)， 就 存在 如 第 7 
节 中 立 屠 种 情形 的 一 个 表 。 

然而 ， 如 果 我 们 求 得 ， 例 如 关于 3=21 有 4(2) <g(b)， 
那么 只 有 2X(5) 个 佘 数 出 现在 坟 的 展 式 中 。 利 用 这 些 数 作 表 


{44)， 显 然 此 表 不 含有 所 有 可 能 的 Pp(5) 个 余数 。 我 们 选择 
一 个 与 3 互 素 是 不 出 现在 表 (4) 中 的 余数 ~>， 祖 据 第 6 节 ， 


万 展 开 为 小 数 后 的 循环 节 的 长 度 也 是 (2)。 我 们 利用 新 的 


余数 和 高 作 第 二 个 家 (8)。(8) 中 的 余数 都 不 同 于 (4) 中 的 
余数 ， 因 为 (8) 含 有 +， 以 及 由 (4) 的 任 一 个 余数 出 发 都 能 得 
到 (C4) 的 诸 有 75) 个 余数 。 

表 (4) 和 表 (3) 合 在 一 起 含有 224(3) 个 不 同 的 余数 ， 
它们 都 与 5 互 案 。 或 者 这 些 数 表示 所 有 可 能 的 余数 ， 这 时 
2 405) 二 yp( 引 或 者 还 剩 有 其 它 会 数 ， 如 果 s 是 不 在 (4) 和 
(8) 中 的 一 个 余数 ， 我 们 展开 二 ， 并 且 得 到 另 一 个 表 (C)， 
它 包含 代 纺 个 退 不 含 于 (4) 也 不 含 于 (B) 的 新 余数 。 三 个 表 
合 在 一 起 ， 我们 现在 将 有 3 1(5) 全 不 同 的 且 与 3 互 素 的 余 
数 。 如 果 3 (2) 等 于 gl2)， 所 有 可 能 的 余数 就 都 包括 无 遗 
了 。 或 者 ， 我 们 重复 这 个 过 程 ， 再 组 成 新 表 ， 直 到 所 有 可 能 
的 余数 (z) 都 用 到 了 为 止 。 重 要 前 是 ， 每 一 次 当 一 个 新 的 
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余数 出 现 ， 就 有 (2 一 1) 个 别 的 新 余数 包含 在 内 。 

如 这 些 表 最 后 具有 && 个 ,它们 含有 与 5 耳 素 的 所 有 的 你 
数 g(5)。 息 一 个 表 合 有 *(3) 个 余数 ， 并 且 没 有 一 个 余数 出 
现 二 次 。 因 此 1 
PAO) = Ae), 《3) 
这 就 得 到 了 定理 ， 

御 环 节 的 长 度 丸 3) 是 p(5) 的 到 Et 

如 果 Pp 是 素数 ， 我 们 已 经 知道 pp)= p 一 1。 因此 我 们 


有 一 个 特殊 的 结果 , 即 如 果 是 素数 ， 那么 分 数 -的 循环 节 的 


长 度 是 p 一 1 的 因子 。 对 以 前 举 过 的 那些 例子 来 说 ， 我 们 得 
到 A263)=1, A(7) =6, 4(17)}=16, 4(41) -5 。 

作为 这个 方法 的 及 一 个 例子 ， 我 们 来 研究 分 母 是 39 的 
分 数 的 余数 是 怎样 分 布 在 各 种 氮 环 节 中 的 。 我 们 这 样 于 她 


i ee 
B=0.0 2 5 G41 CA) 
1 10 22 25 lB 41 


由 此 很 容易 作出 余数 和 商 数 表 。 问 题 是 此 表 是 否 包 含 了 与 39 
豆 素 的 所 有 余数 。 显然 余 数 2? 不 见 了 ， 那 么 可 以 利用 它 构 作 
下 表 ， 


2 一 -一 -一 
0 (8) 
2 053 1132 2 


这 就 产生 了 6 个 新 余数 。 和 39 互 球 而 旦 不 在 (. 与 (由 的 
最 小 的 余数 是 7。 由 此 ， 使 我 们 又 得 出 一 个 新 表 ， 


7 re 
0 7 (CY 
39 了 37 34 28 了 
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现在 14 是 和 39 互 素 且 不 包含 在 tA),，(8) 和 (C) 的 18 个 余 
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数 中 最 小 - 个 余数 。 我 们 刺 用 它 继续 进行 我 们 的 计算 过 程 ， 


14 一 一 一 一 一 一 一 一 
003 (DD) 
14 23 31 33 29 17 14 


总 计 ， 我 们 现在 有 24 个 不 同 的 且 与 39 互 素 的 余数 。 这 就 最 
后 用 尽 了 所 有 可 能 有 的 余数 。 事实 上 ， 在 由 1 到 39 的 数 中 ， 


3 和 13 的 倍数 和 39 有 公 困 子 .3 的 倍数 在 这 些 数 中 占 -， 共 


有 13 个， 而 13 的 倍数 又 有 2 个 ， 斌 是 13 和 26 (39 已 算 在 
3 的 做 数 中 )。 人 台 起 来 ， 愉 工 到 39， 和 39 有 公 因 子 的 数 有 15 
个 , 剩 政 39 一 15 一 24 个 是 和 39 互 素 的 。 内 此 我 们 有 (39) 一 
24， 这 和 (39) 二 6 是 符合 的 。 并 且 由 于 pC39) 二 4.4(39)， 
所 以 宥 4 个 内， (4), (28), (C0) 和 (CD)。 | 
10。 我 们 得 到 的 有 关外 环节 长 度 的 结果 ， 可 以 用 来 得 到 
一 个 重要 的 一 般 定理 。 我 们 首先 需要 如 下 的 简 半 引 理 ， 
如 困 开 和 五 是 正 整 数 ， 那 各 人 一 1 可 以 被 瑟 一 1 整除 。 
个 引 理 可 出 趟 述 公式 直接 得 到 
《1 1 和 + + XAI(E—1}=X*—1, : 
它 又 可 由 >: 比 级 数 求 和 会 式 租 到 ， 或 直接 出 苹 法 得 到 。 如 
果 我 们 康 值 六 三 10 7 ， 那 么 引 理 断定 10 人 一] 可 以 整除 
105 7 一。 我 们 选取 芋 为 注 足 (3) 的 特殊 值 ， 那 么 我 们 有 
1n0xxt 1 e101 
因此 10 一 起 10 一】 的 因子 。 但 根据 第 6 第 ，5 可 以 
整除 19" 一 1， 因 前 力也 是 10" 史 一 1 的 因子 。 我 们 把 这 作 
为 定理 写 出 ; 
了 与 10 互 素 ， 那么 10? 人 一 1 可 被 5 整除 。 这 个 定 
经 和 小 数 没有 什么 关系 了 ， 因为 9(L) 有 完全 独立 的 意 
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义 。 由 方程 (2) 我 们 可 以 得 到 这 种 特殊 的 情形 ， 

如 果 是 不 能 被 10 整除 的 素数 ， 那么 19! 一 1 可 以 接 
?整除 。 

在 这 些 定理 中 ， 数 H 的 出 现 是 非 本 质 的 。 它 的 出 现 ， 
只 是 由 十 普通 的 数 系 是 建 并 在 数 10 的 基础 上 的 缘故 。 如 时 
设想 我 们 所 利用 的 数 系 建立 在 另 一 个 数 & 的 基础 上 ， 我 们 就 
可 以 用 “g 进位 的 小 数 ” 代 震 普 通航 小 数 。 我 们 的 全 部 讨论 可 
以 市 加 改变 地 恒 述 一 让， 并 且 得 到 一 般 的 定理 ， 

定理 贡 ， 如 果 忆 和 8& 互 未， 那么 8” 一 1 可 被 8 整除 。 

定理 下 如 果 p 是 不 能 被 5 整除 的 素 孝 ， 那么 SP 1 一 1 

可 被 整除 。 

这 里 得 到 的 定理 ， 已 经 推广 到 远东 超出 小 数 这 个 特殊 题 
目的 落 转 。 它 是 数论 中 的 一 个 基本 定理 。 定 理 王 这 种 特殊 情 
形 ， 和 是 费 马 发 现 的 ， 称 作 费 马 定 理 ， 定 理 正 是 欧 拉 推 广 费 马 
定理 而 得 到 的 。 

用 玫 个 例子 来 解释 这 些 定理 ， 

p= 53; 

25 1 一 1 一 15 一 3.5， 
3 一 1 一 人 0 一 16.5， 
45 1 一 1 一 255 一 5153 


p—7: 
2 一 1 一 63-==9.7， 
3 一 1 一 728 一 104.7， 
67 一 1 一 15624 一 2232.7， 
107-1 一 1==999999 一 142857.7， 
6 一 6，o(6) :=2， 
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[RE 


62 1—=24=4.8, 
7? 一 1 一 43 一 8:63 
B=9, Pp(9)=6, 
2 一 1 一 63 一 7.9， 
4 一 1 一 4095 一 455.9， 
下 一 ] 一 15624 一 1736.95 
b=10, F(10)=4; 
3 一 1 一 80 一 510， 
7 一 1 一 2400 一 240.10， 
%% 一 1 一 6560 一 656:10。 
11. 作 了 这 段 钳 曲 以 后 ， 现 在 我 们 再 回 到 小 数 方面 来 。 


我 们 已 经 知道 ， 分 母 5 和 10 是 互 素 的 既 约 分 数 二 ， 可 以 展 


开 为 一 个 在 小 数 点 后 立即 御 环 的 小 数 。 
如 果 已 知 这 样 一 个 小 数 ， 我 们 可 以 由 它 求 得 分 数 。 设 小 
数 有 长 度 为 + 的 循环 节 。 我 们 假设 了 是 有 位 数字 的 普通 的 


一 个 数 。 例 如 ， 地 =0,142857.…， 我 们 有 P=142857 【十 


四 万 二 千 八 百 五 十 七 )。 如 果 小 数 是 全 的 展 式 ， 那 么 余数 4 


在 5 除 以 4 的 1 步 后 重新 出 现 。 在 4 出 现时 得 到 的 那 部 分 
高 ， 谷 好 是 一 个 循环 节 。 因 此 ，a.10* 一 a 可 以 被 5 整除 ,并 
且 我 们 有 
| a —1)=b"P, 

或 (9 EY 
右 端 的 分 数 通常 不 是 凤 约 的 有 形式， 但 在 化 管 过程 中 可 以 得 到 
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我 们 所 希望 的 分 数 。 由 于 2 和 5 可 以 整除 10， 它 们 就 不 


能 整除 10: 一 1， 它 们 也 就 不 能 整除 10* 一 1 的 因子 5。 这 就 
证 明了 ， 每 一 个 良 小 数 点 后 立即 循环 的 小 数 ， 必 然 是 由 分 母 
与 10 互 素 的 分 数 记得 来 。 我 们 早已 知道 反 过 来 也 是 对 的 。 
小 数 点 后 立即 循环 的 小 数 叫 作 “ 纯 特 环 "小 数 ， 

12， 上 阁 我 们 研究 的 是 纯 竹 环 小 数 。 然 而 , 第 1 节 之 见 
中 的 例子 并 不 是 纯 御 环 小 数 ， 在 小 数 点 和 箱 环 节 之 间 有 一 个 
或 几 个 数字 的 小 数 叫 作 “混合 循环 小 数 ”。 由 于 有 有限 小 数 产生 
于 分 母 只 有 素 了 因子 2 和 5 的 分 数 ， 而 纯 循环 小 数 产生 于 分 母 
既 不 含 2 也 不 含 5 的 分 数 ， 它 们 都 与 混合 衢 环 小 数 不 同 ， 所 
以 混合 循环 小 数 产 生 于 这 样 的 分 数 ， 其 分 母 含 有 和 10 有 公 
请 子 前 数 以 及 和 10 互 案 的 数 。 我 们 仅 只 指出 这 第 三 种 情形 ， 
因为 它 设 有 提供 我 们 值得 研究 的 东西 。 

13, 在 作 了 短 环 小 数 这 些 基本 性 在 的 讨论 以 后 ， 我 们 将 
通过 研究 易 一 个 特性 来 结 来 本 篇 。 这 个 特性 与 其 说 它 重 亦 ， 


不 如 说 它 较为 有 趣 。 地 的 循环 节 由 6 个 数字 142857 组 成。 


我 们 皂 它 对 半分 开 ， 然 后 相 加 ， 得 到 
142+ 857 一 999， 


-元 的 循 乓 节 是 0588235294117647。 把 它 对 半分 并 ， 然后 加 
05882352 十 94117647 一 99999999， 
二 的 循环 节 是 09， 我 们 有 有 
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人 0 十 9 二 9， 
我 们 将 证 明 ， 如 果 节 环节 产生 于 分 母 是 娄 数 的 分 数 二 ， 并 县 


由 偶数 个 数 玛 组 成 ， 那 么 这 个 循环 站 的 两 半 之 和 总 基 一 个 完 
全 出 数码 9 组 成 的 数 。 

如 有 果 循 环节 的 长 度 是 偶数 ， 我 们 可 记 为 /一 27。 还 
有 ， 如 果 勿 环节 的 两 半 是 4 和 B，P 是 有 + 个 数字 的 数 ， 
而 4 和 有 都 是 有 :个 数字 的 数 。 留 意 到 一 个 数 中 的 数字 的 位 
置 的 总 艾 ， 我 们 有 


P=A4:10'+ 8B, 
我 们 知道 ， 分 数 到 可 以 由 循环 凶 王 并 借助 (4) 求 得 : 


a Pp _4'10+8B 


万 101 101 

由 于 *=2 1， 我 们 用 
10:—1=10%—1=(10—1) (10'+1), (8) 

等 式 (5) 说 明 分 母 z 可 以 扩大 为 107 一 1。 这 就 是 说 p 可 以 正 

除 10 一 1。 这 是 可 以 由 第 6 节 求 得 的 事实 ， 如 果品 可 以 整 

除 10 "一 1=(10 一 1) (10+1)， 由 于 它 是 素数 ， 它 必定 至 消 

可 整除 二 个 因子 中 的 一 个 。 由 于 二 小 对 可 ， 而 4 是 使 10 一] 

可 被 整除 的 最 小 的 数 ， 所 以 了 不 能 整除 垃 一 1。 最 后 

必须 能 整除 10+ 1， 由 (5 和 (6)， 我 们 有 

A'10+8B 
(10°—I}10 +1)° 


{5) 


这 可 改写 为 


a(10f1) A'10'18 


p 10'—1 * 
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下 于 疡 可 以 整除 10 + 1， 左 端 就 是 一 个 整数 ， 因 而 右 端 也 
是 一 个 竖 数 。 现 在 还 可 以 窟 为 


A FB LT -1)-- A428B A + 
10 一 1 10 一 1 107—1’ 
而 且 和 内 于 4 是 一 个 整数 ， 因 此 
A+B 
Tr 7) 


现在 4 大 由 工 个 数字 组 成 的 ， 并 且 当 所 有 这 些 数字 都 是 9 时 
是 最 大 的 .7 个 9 组 成 的 数 是 10: 一 1， 因 此 4 所 10'--1。 司 
样 的 方 兴 进 有 如 所 10' 一 1， 因 此 
Ai+BE2(10 1). 
这 个 不 等 式 的 等 号 是 不 能 成 六 的 ， 因 为 4 十 B=2.:(10' 一 1)， 
这 就 可 推导 出 4 和 吾 同 时 有 值 10' 一 1。 那 么 4 和 8 只 应 当 含 
有 有 9， 并 且 P 就 是 出 2: 个 相同 的 数码 9 组 成 的 数 。 这 是 芒 
廖 的 ， 因为 这 时 循环 节 只 内 一 个 数码 组 成 ， 而 我 们 假定 的 
是 有 侦 数 个 数码 。 因 此 我 们 有 
有 4+ B210—1). (8) 
现在 把 (7) 政 写 为 
A+B=h(10—1), {9) 
其 中 天 是 正 整 数 。 根 据 (8)， 天 小 于 2 ， 那 么 它 必然 是 1。 从 
而 (9) 变 为 
AT+B=I0—1, 
即 4 一 BB 是 由 ?个 9 所 组 成 的 数 99:….9。 


[全 IJ 本 党 未 控 昌 的 小 数 都 尾 指 十 进位 小 数 。 一 译 计 
[ 注 2 不 淹 除 假 因 子 ¥( 避 本 身 ， 
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24。 贺 的 一 个 特性 


下 雨 别 地 湿 , 然 而 地 湿 却 不 一 定 是 下 两 .这 是 在 说 明 一 个 
定理 和 它 的 逆 定 至 的 区 别 时 常用 的 例子 。 在 这 个 规范 化 的 撤 
述 中 ， 正 ， 北 定理 的 区 别 是 很 清楚 的 ， 但 在 日 常 坐 活 中 却 党 
常 很 容易 混 湛 。 聪明 人 在 他 们 注意 的 时 候 ， 很 明白 这 个 区 
别 . 测 在 普通 交往 中 却 不 自觉 地 会 摘 糊 涂 。 政 治 上 的 雄辩 家 
常常 抓 住 对 方 的 活 ， 用 胡 反 的 形式 使 它 变 得 十 分 可 笑 ， 除 非 
他 的 听众 已 经 注意 到 这 个 诡计 。 每 个 数学 家 都 知道 ， 在 教学 
时 ， 必 须 向 初学 者 系统 地 说 明 要 避免 一 个 共同 性 的 错误 ， 即 
不 自觉 地 利用 了 一 个 未 被 证 明 的 逆 定 理 。 

但 是 ， 自 觉 地 由 定理 民 出 它 的 道 定理 ， 对 于 数学 的 研 
究 ， 是 有 用 而 富有 成 果 的 诛 运 。 彼 此 煞 立 的 本 篇 以 及 下 一 
篇 ， 将 说 明 这 个 原理 如 何 有 助 于 由 已 知 的 定理 引出 新 定理 和 
新 概念 ， 

我 们 从 一 个 简单 的 数学 定理 及 其 注定 理 开 始 。 图 内 对 同 
号 的 所 有 闸 周 角 必 相等 的 定理 [0， 是 褐 等 几何 中 所 熟知 的 
(图 84)。 现 在 主要 指出 此 定理 的 逆 定 理 也 是 对 的 在 定 线 
段 -43 上 所 有 张 角 相等 的 人 的 项 点 的 轨迹 必 是 园 。 在 初等 开 
何 中 ， 这 个 定理 和 它 的 揽 定 理 的 重要 性 末 是 很 明显 的 。 由 于 
定理 和 得 定 理 都 是 对 的 ， 所 以 圆周 朋 喜 是 图 的 一 个 特性 。 它 
可 以 用 来 代替 通常 这 样 的 定义 ， 即 图 是 和 定 虚 对 距 交点 的 元 
述 。 事实 上 ， 所 有 有 关 阁 的 最 有 趣 的 定理 ， 只 有 在 引入 此 定 
理 后 才能 证 明 ， 并且 比 通常 的 圆 的 定义 有 更 直接 的 依赖 关 
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系 。 

在 谈 了 这 些 预备 知识 后 ， 我 们 转向 亢 的 另 一 性 质 ， 并 证 
明 它 总 加 的 一 个 特性 。 在 初等 几何 中 ,类 角 定 义 为 (有 很 好 的 
更 由 认为 》 二 条 直线 之 问 转 过 的 和 角度。 然而， 我 们 没有 理 出 
不 去 考虑 一 条 昌 线 之 问 转 过 的 角度 。 如 果 我 们 原意 ， 它 可 以 
定义 为 二 条 曲线 在 顶点 的 切线 之 间 的 角 ( 图 85)。 


c 
D s 
4 2 人 《7 
图 只 图 85 图 86 


帮 有 一 全 明显 的 性 质 ， 即 连接 闸 上 任意 二 上 的 芝 在 这 二 
点 与 加 的 夹 角 是 四 等 的 。 这 些 角 是 直线 和 曲线 之 间 的 角 。 我 
们 现在 要 建立 逆 定 再， 并 且 要 间 ， 如 果 曲 线 有 这 样 的 性 质 ， 
即 放 按 电 的 任 窟 二 点 的 下 这 二 点 与 曲线 的 交 负 相 营 ， 导 44 
比 击 线 一 定 关 网 襄 ? 圳 家 只有 此 广 夺 角 多 一 条 直线 
{图 86) 我 们 将 证 明 ， 此 曲线 一 定 是 图 ， 而 且 这 蚌 贺 的 一 个 
峙 性 。 

设 有 一 具有 此 人 性质 的 曲线 ，4,8,C 是 曲线 上 的 任意 三 
点 {图 7) 我 们 作 连 搂 这 些 点 的 三 杀 纺 以 及 曲线 在 这 三 点 的 
切线 。 于 是 ， 由 假设 的 性 质 知道 ， 如 内 用 相同 字母 标 出 的 角 
是 相等 的 。 

在 点 4 的 三 个 角 组 成 一 个 人 平角， 同样， 在 8、 在 C 点 的 
和 角 也 是 如 此 。 扬 以 有 
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册 87 


< 他 2 十 一 月 十 到 交 一 2 及 ) 
< 十 忆 二 十 忆 》 二 2 中， 
人 十 
其中 RR 改 示 直角 。 这 些 等 式 相 加 ， 得 
(一 E 十 一 让 十 志 6) 二 2 十 一 有 < 改 2)》 一 和 且 ， 
现在 ， 由 于 三 角形 三 内角 的 和 基 28 ， 我 们 市 
a+b tie =2h, 


所 以 2 t+2L7)=4R, 
二 一 2 
与 < 必 i 十 志 让 二 一 2 一 2 及 比较 


我 们 得 到 过 4 = 二。 同样 的 方法 ,得 过 b= ， 作 6 = 
7, 

现在 设 也 是 曲线 上 的 另外 任 音 一点。 我 们 可 以 作 三 角形 
有 4 二 上， 并且 如 问 三 角形 48C 一 样 来 处 理 它 。 出 于 点 志和 
中 在 二 个 三 角形 中 是 相同 的 ， 纺 48， 过 点 4 议 及 过 搞 B 的 
切线 也 就 租 同 。 风 此 ， 鱼 ”在 二 个 图 形 中 是 相同 的。 由 于 在 
司 点 的 角 过 4 等 于 必 7”， 而 之 7 二 之 5 ,那么 ,对 于 曲线 的 任 
意 点 ， 都 育 之 4 = 一 。 所 以 对 于 曲线 上 的 任意 点 局 ， 问 
A448 所 张 的 角 都 是 相等 的 。 由 加 局 角 的 逆 定 理 ， 这 就 推导 出 
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妃 - 定 是 在 . 工 . 有 芋 点 所 确定 的 圆 上 ， 出 于 已 蚌 曲线 上 和 任 
一 点 、 所 以 曲线 必定 是 加 ， 


【站 了 如 条 五 在 33 的 十 而 踊 上 ， 那 和 角 就 是 尼 色 良 4 的 超 长 线 刘 线段 
也 之 和 疝 的 戎 5 香 则 必须 考 谍 补 朋 )。 


25。 等 宽度 曲线 


], 脱 的 定 疼 是， 与 “… 个 定点 ， 即 圆心 等 距 的 所 有 点 组 
成 的 曲线 。 轮 子 是 圆 的 这 个 性 质 直接 的 实际 应 用 。 轮 荡 由 于 
等 长 的 车 辐 而 处 在 地 面 上 的 一 定 高 谋士， 这 就 得 到 了 一 个 平 
稳 的 水 平和 运动 。 运 动 中 如 果 有 很 火 的 载重 ， 轮 和 辆 就 不 能 
持 十 分 坚 铅 。 遇 到 这 种 情形 ， 往 往 依靠 更 康 始 的 祝 轴 (图 
88)。 重 物 在 连续 放 在 前 面 的 加 机 上 滚动 ， 它 在 横 截 而 为 加 
的 辜 了 保持 水 平 运动 。 

显然 ， 轮 子 必须 作成 加 的 形式 ， 轮 融雪 在 略 心 处 ， 因 为 
其 它 欧 形式 将 产生 一 个 名 上 忽 下 的 运动 。 然 而 ， 使 人 惊奇 的 
是 ， 对 完成 深 动 所 需要 的 性 质 米 说 ， 棍 的 积 埠 面 不 一 定 韭 册 
不 可 。 对 于 淤 轴 来 说 ， 加 心 也 不 再 是 重要 的 。 贺 用 来 作 演 动 
的 原因 是 由 于 图 有 这 样 的 性 质 ， 即 当 央 不 管 怎样 滚动 上 时， 加 
的 任何 一 对 平行 切线 的 距离 总 是 相等 的 。 即 贺 在 任意 方向 都 
有 相同 的 宽度 ， 因 而 圆 也 就 是 所 谓 的 "等 宽度 曲线 ”。 如 我 们 
上 一 章 已 讨论 过 的 那 种 性 质 ， 可 能 猜想 加 的 这 个 性 质 是 它 的 
完全 特性 7"。 使 人 惊 许 的 是 ， 存 在 着 有 共有 这 种 性 质 的 共 它 曙 
线 。 事 实 上 ， 存 在 着 大 量 的 非 圆 等 宽 庶 曲 线 。 
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2. 如 果 我 们 希望 按 一 定 方向 确定 茶 曲 线 忆 的 宽 底 ， 我 
们 可 以 把 这 条 路线 的 所 有 点 重 直 投影 在 平行 于 这 个 方向 的 可 
线 上 {图 89)。 这 些 投影 可 以 布 满 直线 的 基 个 线段 48， 而 这 
个 直线 段 的 长 度 ， 就 是 基线 在 一 定 方 问 的 宽 府 。 


图 38 图 8 


在 .4 和 妞 处 冬 直 于 48 的 二 条 过 缘 投影 线 至 少 和 曲线 CC 
有 一 个 公共 点 ， 而 整个 曲线 位 于 这 种 查 线 的 一 侧 。 我 们 称 具 
有 这 种 性 质 的 直线 是 曲线 的 "支持 线 *。 

一 条 闭 曲 线 在 每 ~ 方向 ， 都 正好 有 二 条 支持 线 。 宅 们 可 
以 接 图 89 的 那 种 方法 找到， 或 者 护 一 定 方向 画 二 条 平行 线 ， 
使 曲线 处 在 它们 之 间 ， 然 后 慢 懂 移动 它们 ， 直 到 和 曲线 协 好 
接触 。( 图 90)。 

一 条 支持 线 和 一 条 切线 是 不 同 的 。 图 914 中 节 直线 zt 
十 在 处 的 切线 ， 但 不 是 支持 线 。 图 915 中 3 是 支 持 线 ， 
但 不 是 切线 ， 

对 于 锋 宽 度 曲 线 ， 任 一 对 友 罕 线 之 间 的 距离 是 一 个 阔 定 
的 芭 5 。 如 果 我 们 闸 出 曲线 的 二 对 支持 线 ， 它 组 成 的 平行 四 
边 形 应 是 刻 形 {图 92}。 如 果 二 对 支持 线 是 垂直 的 ， 蓝 形 就 
是 过 长 为 5 的 正方 形 。 因 此 ， 所 有 外 接 于 等 寓 度 曲线 的 正方 
形 祁 是 全 等 的 。 以 上 这些 ， 我 们 可 以 用 下 面 的 方法 作 一 极 好 
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一 一 一 /一 一 一 t 
了 

SY jy AS 

-+ 
入 和 0 图 914 图 913 

的 说 明 。 把 一 三 纸 卡片 欧 成 等 宽 冲 曲线 的 祥子 ， 而 昨 另 一 硬 
纸 片 前 下 一 个 正方 形 的 漳 。 如 果 正 方形 的 边 长 等 于 曲线 的 宽 
度 ， 那 么 不 管 方向 怎样 变化 ， 它 正好 合适 呈 装 人 曲线 板 。 晤 
线 图 形 可 以 在 正方 形 内 自由 转动 而 不 留任 何 空隙 。 这 个 命题 
和 第 命题 痢 是 对 的 ， 等 赏 谭 曲线 可 以 在 正方 形 内 旋转 而 不 留 
任何 空 中 可 以 在 正方 形 内 自由 转动 的 阳线 是 等 宽度 曲线。 

3. 最 简单 的 等 宽度 曲线 不 是 殴 ， 而 是 图 93 所 示 的 曲 过 
三 角形 。 三 个 边 是 相等 的 圆 跌 ， 而 每 个 圆 攻 的 略 心 是 它 所 对 
的 角 顶 。 三 个 弧 有 相同 的 半径 ， 这 全 半径 等 于 曲线 的 相等 宽 
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谋 加 。 和 任意 二 条 平行 支 皇 线 ， 必 有 一 条 相交 王 角 栅 ， 而 号 一 
条 与 对 边 相 切 ， 或 都 与 角 顶 相交 在 第 一 种 情形 ， 二 条 支持 
线 间 的 距离 显然 是 5 。 在 第 二 种 情形 ， 每 一 条 支持 线 都 是 和 
荔 一 角 顶 扬 对 的 弛 要 切 的 ， 办 此 它们 的 距离 还 是 5 。 
从 等 宽度 曲线 的 意义 来 说 。 这 个 曲 边 三 角形 是 由 工艺 学 
重 列 斯 普 先 发 现 的 。 他 从 运动 学 的 角度 证 明 ， 这 是 一 条 可 
以 在 正方 形 内 部 自由 转动 而 没 空 队 的 曲线 。 我 们 刚才 已 经 知 
道 ， 这 种 性 质 是 等 宽 产 曲线 的 特性 。 

4. 原则 上 可 以 利用 重 列 斯 由 边 三 角形 ， 把 这 个 图 形 扩 
展 为 更 多 的 地。 关键 的 想法 是 : 圆 弧 的 心 是 它 所 对 的 角 顶 ， 
从 而 画 出 一 组 有 等 半径 的 贺 狐 。 我 们 开始 可 以 把 任意 点 了 作 
为 第 一 个 角 顶 ， 以 吾 为 中 心 ， 为 半径 画 弛 。 在 这 个 狐 上 ， 
我 们 选择 4 和 忆 二 点 作 为 新 角 顶 ， 以 CC 为 中 心 、 以 了 为 尘 答 
的 性 通 过 吾 ， 因 为 由 前 面 的 作 准 握 BC=?。 在 这 个 强 上 ， 选 
择 另 一 角 顶 品 。 以 万 为 中 心 ，2 为 半径 的 颖 通过 CC ， 邵 果 我 
们 希望 结束 这 个 过 程 ， 可 以 在 这 个 强 上 选择 角 顶 琅 ， 使 它 也 
处 在 以 4 为 中 心 、5 为 半径 的 弧 上 。 也 就 是 是 二 个 弧 的 交 
上 点。 最 后 ， 用 一 个 以 拟 为 中 心 ，& 为 半 答 的 狐 连接 .A 和 DD， 
这 样 就 得 色 一 个 等 筑 庶 的 则 五 边 形 4D8EC (图 94a)。 这 
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数 更 多 的 则 过 多 过 形 ， 可 以 月 同样 的 方法 作出 来 ， 这 只 要 多 
作 几 步 ， 然 后 使 曲线 成 为 闭合 的 就 相 以 了 。 图 945 是 这 样 
的 7 边 多 边 形 。 由 于 每 一 个 角 顶 都 对 着 一 条 以 23 为 半径 ， 以 
这 个 角 顶 为 中 心 的 加 强 ， 这 个 作法 真 接 产 生 一 个 宽度 为 5 的 
等 宽 麻 曲 线 。 为 了 以 后 的 自 的 ， 我 们 用 半径 把 角 顶 和 所 对 弧 
的 二 个 端点 连接 起 来 ， 这 样 使 每 个 角 项 都 连接 起 来 了 。 这 些 
半径 组 成 一 个 自 交 多 边 形 ， 而 所 有 这 些 边 都 古 相 等 的 。 每 一 
对 过 一 信 角 顶 的 半径 组 成 的 角 ， 是 所 对 圆 攻 的 圆心 角 。 

由 这 个 方法 作出 的 所 有 曲 边 多 边 形 的 边 数 一 定 是 奇数 
的 。 为 了 漠 清 这 一 点 ， 我 们 标 国 一 个 角 话 和 它 记 对 的 边 。 如 
业 我 们 现在 由 所 标 出 的 角 巴 开始 沿 着 曲线 行走 ， 我 们 将 首先 
通过 一 个 边 ， 然 后 一 个 角 预 ， 这 样 继续 交错 着 直到 我 们 经 过 
一 个 角 责 而 恰好 到 达 所 大 出 的 对 边 。 总 起 米 ， 由 所 标 出 的 角 
顶 到 标 出 的 过 所 经过 的 边 种 角 顶 的 数 日 是 相同 的 ， 设 为 x。 
如 昌 我 们 现在 再 由 订 称 的 角 项 开始 ， 接 相反 的 方向 涪 曲 线 
行走 ， 我 们 又 将 经 过 # 个 边 和 4 个 楼 到 这 所 标 出 的 边 。 因为 
第 一 条 路 径 上 的 角 顶 的 对 边 ， 都 在 第 二 条 路 径 上 ， 并 且 第 一 
答 路 从 上 的 边 所 对 的 角 硕 再 在 第 二 条 路 径 上 。 再 洛 上 标 出 的 
部 分 ， 那 么 有 2 a+1 个 角 顶 和 相同 数目 的 边 。 

5. 我 们 已 经 作出 的 所 有 曲线 都 有 有 角 顶 ， 也 就 是 都 有 二 
个 边 相 交 为 一 个 角 的 点 。 然 耐 ， 我们 可 以 利用 这 些 曲 线 得 到 
一 种 没有 任何 人 角 顶 约 新 的 等 宽 谋 曲 线 。 岂 一 所 有 和 角 顶 的 曲线 
开始 ， 我 们 铅 一 平行 于 笔 的 曲线 ， 并 且 以 国定 的 距离 4 位 于 
它 的 外 部 (图 % a,58,c)。 这 很 容易 通过 在 曲线 内 部 商 一 
个 辅助 的 对 角 线 多 这 形 而 作 出 。 然 后 用 有 相同 中 心 ， 半 答 增 
加 了 a 的 贺 缴 来 代 殖 原来 的 曲线 统 。 陨 强 的 角 顶 看 作 是 半径 
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图 95 2 区 455 


后 95¢ 图 96 


为 汰 的 兄 ， 这 样 它们 就 由 半径 为 & 的 弧 所 代替 。 最 后 的 图 形 
是 由 奇数 个 相同 举 径 的 器 ， 以 及 同样 多 个 另 一 半径 的 绝 组 成 
的 。 这 些 张 可 按 如 下 方式 配对 ， 即 一 种 半 答 的 强 对 应 一 个 有 
相同 中 心 (原则 线 的 角 顶 ) 的 另 一 半径 的 弧 。 

同一 哲理 可 以 用 求 构 作 这 样 的 等 宽度 曲 志 多 迪 形 ， 这 种 
多 过 形 的 园 沁 有 二 种 以 上 不 同 的 半径 。 它 的 对 边 可 以 安排 成 
有 同一 个 中 心 ， 因 此 它们 的 加 心 角 组 成 对 顶 角 (图 96)。 

这 些 方法 使 我 们 可 以 构 作 无 数 个 等 宽度 曲线 。 然 而 ， 这 
些 浊 线 都 具有 特殊 的 形状 ， 冯 它们 都 是 由 许多 同 纺 组 成 的 。 
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为 陆 目 误解， 我们 要 强调 措 顷 ， 有 这 样 的 等 宽度 曲线 ， 它 的 
一 部 分 不 管 是 多 么 小 ， 都 不 是 病 弧 。 

6 现存 我 们 已 经 见 过 一 些 等 宽度 曲线 的 例子 了 ,我 们 将 
开始 研究 它们 的 一 般 竹 质 。 在 我 们 所 有 的 例子 中 ,曲线 都 是 四 
曲线 ， 也 就 是 和 任意 一 条 直线 相交 具 可 能 有 二 个 公共 点 的 曲 
线 。 为 了 简化 讨论 ,我 们 将 限制 在 只 研究 凸 则 线 , 甚 肥 在 我 们 
没有 明 痪 指明 总 凸 曲线 时, 说 的 下 是 这 种 曲线 。 康 实 上 ,这 并 
不 是 什么 限制 ,可 以 证 明 几 是 等 宽 并 曲线 都 是 西 前 ,然而 这 个 
证 明 会 使 我 们 离开 主题 ， 所 以 我 们 作出 这 种 限 拥 而 加 以 避 
免 。 

较 精 确 的 定 交 是 ， 西 曲线 是 凸 区 域 的 边界 。 一 个 凸 区 域 
是 按 下 述 性 质 确 定 的 ， 即 区 域内 的 任意 二 点 都 可 以 用 全 部 在 
区 域内 的 一 条 直线 段 连结 起来。 是 区 域 前 例子 是 ， 正 方形 ， 
贺 ， 三 角形 ， 棋 罚 ,以 及 我 们 已 提 到 过 的 所 有 的 等 宽度 轴线 。 
显然 ， 一 个 凸 区 域 的 支持 线 或 者 只 有 一 个 点 ， 或 者 有 -~ 线段 
是 和 区 域 的 边 重 全 的 。 

我 们 将 证 明定 理 ， 

定型 IT， 等 跨度 曲线 和 它 的 每 一 条 支持 线 只 有 一 个 公 
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在 证 明 这 一 点 以 前 ， 我 们 来 作 一 个 简单 的 观察 ; 

定理 生 ， 等 宽度 5 曲线 上 任意 二 成 的 限 离 至 多 等 于 5。 

如 果 忆 和 Q 是 曲线 上 任意 二 点 (图 97)， 那么 PC 一 定 
是 在 垂直 于 PQ 的 二 条 支持 线 之 间 。 所 以 这 二 条 线 之 间 的 距 
离 ， 至少 和 PQ 的 距离 -- 样 大 。 由 于 支持 线 疗 的 距离 是 5， 
所 以 结论 已 得 到 证 明 。 

至 于 定理 上 的 证 明 ， 我 们 假设 它 是 错误 的 ， 即 曲线 二 有 
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二 个 点 P 和 户 在 支持 线 3 上 (图 98)。 我 们 在 曲线 的 另 一 
圳 作 一 条 与 8 平行 的 支持 线 S$， 同 时 设 Q@ 是 5* 和 曲线 的 交 
点 。3 和 5 间 的 距离 仍 是 5 。 1 


一 一 一 © 


图 987 图 8 


由 于 三 角形 44 三 不 能 有 二 个 直角 ， 所 以 线段 P,Q 和 
PaQ 不 能 同时 三 直 于 $。 结果 必 有 一 个 线段 的 长 大 于 5， 但 
这 和 定理 了 有 和 蔬 盾 。 所 以 曲线 上 有 二 个 点 在 支持 线 上 的 假设 
是 不 可 能 的 ， 因 而 我 们 得 定理 工 。 

如 果 我 们 再 次 利用 这 样 一 个 事实 ， 即 连接 二 条 支持 线 的 
复线 长 度 为 &， 而 任何 其 它 连 接线 则 较 长 ， 那么 直接 得 到 定 
理 : 

定理 近 ， 如果 用 一 条 埋 线 把 等 宽度 曲线 与 二 条 平行 支持 
线 的 二 个 交点 违 接 起 来 ， 那 么 它 必 垂直 于 支持 续 。 

7. 如 果 以 等 宽度 曲线 上 任 一 点 为 图 心 ， 以 5 为 半径 画 
邮 ， 那 么 由 定理 ， 整 个 曲线 将 被 回 所 包围 。 我 们 将 证 明 曲 
线 不 可 能 整个 都 在 图 的 内 部 ， 它 至 少 有 一 个 扣 在 圆周 上 。 

设 卫 是 等 宽 庆 六 蝎 线 “上 的 任意 一 点 。 以 了 为 园 心 画 一 
加 £ (图 99)， 这 个 加 要 大 到 能 图 住 曲线 ， 但 又 要 小 到 = 上 
有 一 点 @ 在 它 的 加 同上 。 由 于 以 卫 为 中 心 ， 以 2 为 半径 的 加 
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图 99 区 100 


到 铂 转 了 曲线 <， 所 以 瓦 ; 的 半径 最 大 等 于 3， 因而 Ki 在 
玉 的 内 部 三 绒 大 名 于 太 。 

在 日 点 作 贺 &| 的 切线 :， 它 也 通过 上 的 但 上 成 。 又 因 
为 5 被 到; 包围， 所 以 它 整个 处 在 1 的 一 侧 。 所 以 ，: 是 5 
的 支持 线 ,， 在 c 的 另 一 期， 有 平行 于 : 的 支持 把 S$， 由 于 
是 等 宽 底 曲 线 ，s 和 上 的 是 谭 应 是 宽 订 2。 根据 定理 下 ，? 
和 等 宽度 昌 线 的 交点 P; 是 位 于 * 在 只 点 处 的 王 线 上 的 。 次 
果 r7=3， 那 么 Pi 落 在 PE 如 果 r<5， 那 么 卫 在 QQ 和 PI 
之 间 。 但 后 一 种 情形 是 不 可 能 的 。 三 点 Q，P，P 都 属于 
c ， 而 且 都 在 一 条 线 上 。 因 为 同业 线 被 直线 切割 只 有 二 个 交 
点 ， 潭 以 和 廿 曲线 有 二 个 以 上 的 公共 点 的 直线 ， 只 可 能 是 支 
持 线 。 介 根据 定理 1 ， 我 们 知道 ， 等 宽度 出 线 和 支持 绪 只 有 
一 个 公共 点 。 因 而 Pi 必 落 在 呈 上 ， 那 么 > 一 5 

在 这 个 证 明 中 ， 卫 是 的 任意 一 点 ， 并 且 过 此 点 作出 了 
< 的 支持 线 3。 因 此 我 们 已 经 证 明了 这 样 的 结果 ， 

定理 过 等 真 度 曲 线 上 的 任 一 点 至 少 有 一 条 支持 线 。 

二 条 等 宽 度 庙 线 上 可 能 有 这 样 二 点点 ， 过 这 些 点 的 支持 
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线 不 只 一 条 。 这 样 的 点 也 角 硕 ， 在 以 前 的 例子 中 ， 很 多 等 寅 
度 曲 线 都 有 人 角 项 。 在 角 硕 上 ， 很 明显 ， 在 二 条 支持 线 组 成 的 
角 内 的 直线 都 是 支持 线 ( 图 100)。 因而 凸 直线 在 角 顶 有 一 东 
支持 线 。 其 中 处 于 棋 端 位 管 的 二 条 直线 是 这 东 线 的 边界 。 

知 果 己 是 <“ 上 的 任意 一 点 ,那么 由 定理 页 ,我 们 在 这 一 点 
可 以 同 出 5 的 一 束 ( 或 一 条 ) 支 持 线 $ 。 过 PP 曾 5S 的 重 线 。 这 
条 线 交 上 于 对 面 的 点 如 ， 并 且 PQ 有 长 度 为 5 以 8 为 闻 心 、 
上 为 半径 的 加 将 包 图 ce， 而 且 S 和 将 作为 切线 。 这 可 以 得 到 如 
二 生理， 

定理 Y : 过 等 宽度 昌 线 的 任意 一 点 已 ， 可 以 作 一 个 半径 
为 上 的 加 使 之 包 困 该 曲 线 而 总 在 已 点 与 曲线 支持 线 相 切 。 
或 状 与 指定 的 一 各 支持 绕 相 切 ， 如 果 支 持 线 多 于 一 条 的 话 。 

8， 下 面 的 定理 建立 了 等 宽度 曲线 和 图 之 问 的 联系 : 

定理 册 :如果 圆 和 等 宽 麻 曲线 有 三 (或 更 多 ) 个 公共 点 ， 
呈 么 副 的 半径 长 至 多 总 

鲁 列 斯 三 角形 表明 ， 这 样 一 个 圆 的 半径 可 以 等 于 5。 如 
归 这 三 个 弧 中 任意 一 个 扩展 为 整个 贺 ， 那 么 它 和 曲线 有 无 限 
多 个 公 冀 点。 

为 了 证 明定 理 下 ， 我 们 假设 园 站 和 等 宽度 ”曲线 。 有 公 
起 点 P,Q,BR。 三 角形 己 ,@ ,RR 的 三 个 角 中 ,到 少 有 一- 个 角 不 
小 于 其 它 下 第 ， 也 不 是 它 同 时 天 子 其 它 二 前 ， 或 等 于 另 一 个 
钊 而 大 于 第 半角 ， 或 也 许 同时 等 于 其 它 二 和 角 。 我 们 可 以 人 慨 进 
这 样 的 角 在 呈 点 ， 并 且 记 为 <， 过 厂 作 等 宽度 曲线 的 《或 一 
条 ) 支 持 线 。 然后 作 半 径 为 5 的 辐 E ,使 在 已 点 和 六 持 线 相 切 
并 其 包 围 C。 点 和 在 六 的 内 部 或 在 的 区 周 上 。 如 果 避 
和 姜 都 在 这 个 画 局 上 ， 那么 由 于 过 三 点 只 有 一 个 贺 , 雪 竹 的 
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是 得 等 的 。 在 这 种 情形 下 ， 没 有 更 多 的 东西 需要 证 明 。 
否则 ， 我 们 延长 PR 和 PR 到 它们 和 的 交点 Q@ 和 RR 
《图 101)。 我 们 现在 希望 证 明 Q'R' 大 于 QA。 


如 果 昌 和 Q' 恰好 是 相同 的 点 ， 那 么 及 和 并 是 不 同 的 ， 


因为 在 这 种 情形 下 ， 总 和 录 是 同时 被 固定 在 到 上 的 。 这 里 图 
101 的 三 角形 的 英 系 如 图 102” 中 所 示 那样 。 角 RB'=3 是 
三 角形 PQR 的 一 个 外 角 。 现 在 ， 出 初等 几何 中 的 定理， 外 
骨 大 于 三 角形 中 各 它 不 相 邻 的 二 个 角 中 的 任意 一 个 。 这 里 的 
情形 是 9>e。 及 因为 是 三 角 
形 RAR' 的 一 个 外 角 ， 我 们 
有 8 请。 出 于 我 们 在 三 角形 
PQB8 中 选取 esp， 所 以 有 
0>a>p>B'， 或 52>P。 国 为 
QR 是 三 角形 QRA’ 对 角 为 6 
的 一 边 ， 而 88 对 的 是 较 小 的 
角 。 那 么 出 康 知 的 几何 定理 ， 
有 QR’>Q 有 RR。 


Q-0 


1024 图 1025 


有 聊 和 


和 如果 名 不 同 于 Q' 而 且 总 不 同 于 8， 三 角形 的 关系 就 如 
102b 所 示 。 根 据 三 角形 三 内 角 和 的 定理 ， 我 们 有 8 十 7 二 
180 一 0 二 二 六 。 因 而 六 之 8 和 和 > 同时 成 立 是 不 可 能 
的 。 假 设 第 一 个 不 等 式 不 成 立 ， 我 们 月 专 A。 在 四 边 形 
QQ'RR 内 ， 我 们 作 不 使 分 成 卫 部 分 的 对 角 线 QQ'R。( 在 
?去 的 情形 下 ， 作 QA’。》 用 #5 表示 角 Q RR’, 我们 看 润 ， 
它 是 三 角形 PQ'R 各 一 个 姓 角 ， 于 是 有 5>>w*。 又 因为 早已 
有 “共有 和 有 8， 最 后 得 到 6 六。 那么 在 三 角形 Q'R'R 
中 ， 边 @ 所 对 的 角 夫 于 边 8 8 所 对 的 角 ， 于 是 我们 有 
到 号 人 > 有。 由 子 前 已 证 明 QR 守 QR， 我 们 最 后 得 到 了 所 
项 望 的 结果 QR 人 守 Q， . 

我 们 已 经 得 到 当 回 和 不 相同 上 尘 (图 101) 的 各 种 情 
形 ， 帘 有 RR' 二 QR 现在 < 吓 贺 * 的 阅 周 角 ; 并 且 是 续 QR 
所 对 的 角 ， 同 时 也 是 风 & 的 贺 同 角 和 苞 98' 所 对 的 骨 。 固 
而 QR 和 Qa 在 加 和 罗 坪 中 分 别 对 着 同样 的 问心 角 2 x。 
如 果 把 这 些 圆心 角 放 在 一 起 ， 训 得 到 加 193。 这 里 我 们 立即 
知道 大 强 属于 大 关 ， 因 面 可见 下 的 半 和 从 5 大 于 不 的 半 稚 。 这 
就 党 成 了 定理 机 指证 澳 ， 

9. 最 简单 的 等 宽 底 曲线 不 是 加 ,而 是 有 角 顶 的 鲁 剂 斯 三 
和 角形。 下面 节 定 理 说 明和 鲁 列 斯 三 免 形 由 于 它 的 角 项 具有 的 性 
质 ， 而 成 为 等 宽 话 出 级 中 比较 特殊 的 一 种 

定理 条 . 等 宽度 出 线 的 角 硕 处 的 角 不 能 小 于 120° 。 叭 一 


的 不 角 而 处 训 120" 旬 换 出 维 是 全 列 关 圭 角 形 ， 它 有 二 个 这 
的 让 朋 顶 。 


我 们 用 在 角 顶 的 支 持 线 束 的 边界 支持 线 来 订 量 和 角 顶 的 
人 角 。 如 崇 角 顶 忆 有 和 角 。， 那 么 支持 线束 的 角 是 180° 一 v( 图 
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图 183 


图 194 


104)。 在 @ 处 这 些 支 持 线 的 垂 线 级 成 角度 为 180" 一 。( 即 角 
PQ Pa) 的 另外 的 一 束 线 。 由 定理 下 我 们 筑 道 ， 每 条 垂 线 、 
交 昌 线 生 和 忆 的 距离 为 5 的 一 个 襄 。 


~ 
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因而 角 顶 @ 记 对 的 那 表 分 
曲线 ,是 半径 为 5 的 圆 弧 ,而 且 
殷 心 角 是 180° 一 z。 根据 定 更 
了 ， 弦 PiP, 的 长 不 能 超过 宽 
度 2。 那么 等 用 三 角形 QP,P， 
有 长 麻 为 的 腰 ， 而 底 边 长 度 
不 超过 ”。 因 而 角 了 ,QP 最 多 
为 60"。 我 们 早已 知道， 这 
个 和 PiQ@zs 是 180" 一 9， 那 各 
就 有 井上 一 8 有 如" ,因而 2 宇 
120”。 由 于 人 @ 是 在 任意 一 个 角 
项 处 的 角 ， 定 理 的 第 一 部 分 已 
得 到 证 明 。 


现在 如 果 角 顶 的 舶 是 120" ， 那 各 角 PQP; 是 60"， 布 
且 等 胜 三 角形 P.Q Pi 是 等 边 的 {图 105)。 那 么 PPs 的 长 度 
是 5。 由 于 这 个 长 庶 等 于 曲线 的 宽度 ， 各 直 于 PiP; 的 二 条 
支持 线 必定 通过 PP 和 Ps:， 由 此 我 们 可 以 知道 ， 己 和 Ps 起 都 
必定 是 曲线 的 角 硕 。P1 和 了 ;之 闻 的 那 部 分 曲线 正如 早已 见 到 
的 ， 是 一 段 回 狐 ， 椒 仅 5S1 是 在 Pi 处 的 支持 线 ， 在 已 处 的 图 
的 切 绥 * 也 是 支持 线 ， 在 这 二 条 线 之 辣 的 光 角 , 很 容易 知道 
是 120"。 由 十 没有 角 小 二 120 的 角 顶 ， 所 以 51 和 i 必定 是 
过 Pi 的 支持 线束 的 边界 线 。 在 五 (同样 在 Pj) 的 角 顶 ， 因 莉 
正好 是 120° 角 。 那 么 PP 和 了; 就 和 碘 才 的 日 有 相同 的 狂 质 。 
它们 所 相对 的 部 是 半径 为 3 的 圆 莉 ， 并 旦 中 心 前 是 60*。 但 
这 恰好 是 鲁 列 斯 三 角形 ， 央 市 定理 名 的 第 二 部 分 得 到 证 明 。 

10. 在 这 一 篇 中 我 们 首先 得 到 了 一 些 特殊 的 等 宽度 曲 
线 ， 并 旦 知道 了 怎样 铭 作 它们 。 然 后 ， 我 作证 明了 由 定理 工 
到 定理 如 雇 表 示 的 -一 艇 性质。 这 些 性 质 对 于 所 有 的 凸 竺 宽度 
晶 线 都 吓 成 立 的 ， 但 是 它们 一 后 世 宙 谈 到 关于 等 宽 府 央 线 
的 存在 性 。 我 们 现在 将 给 出 一 个 可 以 产生 尾 疙 等 宽度 曲线 的 
完全 一 般 的 构 作 读 。 这 将 给 我 们 甘于 一 切 可 能 的 等 宽度 曲线 
的 完整 看法 。 定 理 Y 所 证 明 的 性 质 是 特别 重要 的 。 在 下 述 的 
意 头 下， 这 个 性 质 可 以 说 刻 划 了 等 宽度 曲线 的 特点 ， 即 在 满 
是 定 理 的 条 件 的 曲线 上 ， 在 相对 的 二 点 之 间 ， 和 分 基线 为 二 
自强 ， 我 们 任 选 一 段 ， 都 可 把 它 延 丘 为 等 宽度 曲线 。 更 确切 
地 说 ， 我 们 断定 ; 

定理 诸如 果 凸 处 15" 有 长 度 为 5 的 续 ， 整 自强 处 在 过 
莎 的 端点 与 蚁 下 在 的 -条 直 线 之 阿 ， 又 如 果 该 驱 具 有 有 这样 的 
特性 ,上 1 能 被 以 5 为 半径 。 与 一 支持 线 相 切 王 工 和 这 持 线 
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的 变 上 总 ， 并 和 话 辣 处 干线 的 … 侧 的 每 个 贺 所 包 国 ， 那 么 这 段 
由 线 可 以 被 延 村 万 为 二 度 的 册 线 

11， 在 证 明 这 个 定理 时 ， 最 好 应 用 等 宽度 区 城 的 柳 念 。 
由 于 任意 等 宽度 区 域 如 以 等 宽度 帅 线 为 边界 ， 所 以 我 们 内需 
证 明 是 否 看 在 一 个 相应 的 区 域 冯 本。 

在 知 始 论证 以 前 ， 
我 们 妆 须 作 一 个 关于 信 
域 的 "交集 “的 说 明 ， 如 s 
果 已 给 出 儿 个 区 域 、 嘟 
从 这 些 区 威 的 公共 部 分 


图 106 图 107 


就 吓 作 它们 的 交集 。 例 如 图 106 所 示 芍 二 个 图 的 变 吾 是 附 
影 区 域 。 

任意 一 组 山区 域 的 交集 还是 同 区 域 。 

要 证 明 这 一 点 ， 我 们 必须 说 明 交 集 的 尾 吉 二 点 ， 可 以 用 
完全 在 交集 内 的 线段 连接 。 但 这 是 明显 的 。 因 为 、 如 果 了 和 
0 二 点 是 在 交 娄 内， 它们 识 处 在 这 些 区 域 中 的 任 一 个 中 。 那 
人 .由于 这 些 区 域 中 的 乱 一 个 是 凸 的 ， 线 段 PQ 就 在 所 有 的 
区 域内 。 由 于 它 在 所 有 的 区 域内 ， 线 段 PQ 必然 也 就 在 交集 
内 。 
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在 这 个 证 明 中 ， 这 个 组 究竟 是 含有 限 个 ， 还 是 含 无 限 个 
西区 城 则 无 关 时 要 。 

12. 现在 我 们 假设 驱 了 (图 107) 有 定理 尔 所 需要 的 性 
质 ， 续 4B 有 长 度 ?。 这 个 弧 连 同 它 的 营 ， 是 区 域 G; 的 边 
界 ， 过 点 4 和 3， 和 十 直 于 48 的 直线 是 Gi 的 支持 线 。 过 支 
持 线 入 的 痰 点， 和 支持 线 相 切 ， 间 且 半径 为 总 的 任意 一 
圆 包 图 了 7。 

对 于 Gil， 我 们 附加 一 个 以 张 48、 图 弧 43 和 383 为 边 
田 的 新 区 域 485， 共 中 国 弧 45 以 8 为 若 旋 ， 鸯 统 B8 以 < 
为 寻思 。 这 个 区 域 我 们 出 6;。 二 个 贞 区 域 G 和 G3 合 在 一 
起 组 成 四 区 域 8， 这 个 区 域 的 边界 线 是 以 及 弧 45 和 858。 

现在 我 们 来 研究 一 下 所 有 图 心 在 六 上， 半径 为 号 的 轩 
的 集合 。 区 域 G 和 这 无 限 多 个 贺 的 集合 有 一 个 目的 交集 已 
《图 电 的 阴影 部 分 ) 。 我 们 现在 将 证 实 这 个 区 域 已 是 以 弧 工 作 
为 它 的 一 部 分 边界 的 等 宽度 区 域 。 

如 果 了 属于 闪 ， 它 一 定 是 在 边界 上 ， 因 为 它 原 先 就 是 如 
的 边界 。 厂 还 在 以 上 的 点 为 圆心 ， 以 5 为 半径 的 所 有 阁 
内 。 要 证 实 这 一 点 ， 需 楼 证 明 上 没有 二 个 点 的 距 高 是 大 
于 3 的 ,现在 由 假设 ,同时 在 以 4 和 3B 为 圆心 ， 以 5 为 半 
径 的 二 个 圆 内 ， 因 而 它 是 在 有 曲 边 图 形 $4T8BS 内 。 由 于 TT 是 
在 48 的 一 侧 ， 它 必 在 作为 Ca 对 于 43 的 镜面 映像 的 区 域 
3 内 。G3? 内 任意 二 点 的 距离 显然 最 多 是 2， 因此 ， 这 对 于 特 
殊 的 上 的 任 总 二 点 也 必定 是 正确 的 。 因 而 个 恬 于 口 而 且 是 
号 的 一 部 分 边界 。 由 于 总 是 上 山 的 ， 它 必然 包含 连接 上 的 二 
点 的 所 有 苇 ， 由 此 61 必 是 号 的 一 部 分 。 

六 中 漫 有 二 个 点 的 距离 能 够 大 于 。 由 于 DD 是 G 的 一 部 
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分 ， 而 G 是 由 全 和 652 二 个 区 域 组 成 ， 我 们 有 三 种 情形 需要 
研究 ， 如 果 二 点 邦 在 G1 内， 那么 如 前 所 述 ， 它 们 的 距离 不 
能 大 于 3。 如果 二 点 都 在 28: 内 ， 那 同 梯 是 对 的 。 最 后 ， 如 
果 有 一 点 王 在 G 内 ， 另 一 点 瑟 在 Gs 内 ， 我 们 可 以 连接 
Bi 和 有 Pa， 并 且 延 长 直线 直到 和 了 相交 于 局 点 。 这 三 点 按照 
了 PiPs 的 次 序 同 在 这 捧 直 线 上 。 以 卫 为 回 心 ， 以 5 为 半径 的 
圆 包 含 整个 品 ， 因 此 它 包含 这 宇 个 点 。 所 以 P1 和 P; 在 半径 
为 5 的 园 内 ， 因 而 它们 之 问 的 距离 不 能 超过 2。 

我 们 刚才 所 得 的 结 架 表明 ， 区 域 马 前 不 论 哪 个 方向 的 宽 
度 者 不 能 超过 5。 我 们 现在 必须 证 明 D 的 任意 方向 的 宽度 都 
是 5，48 方向 的 宽 席 ,定理 已 经 指明 是 2。 现 在 研究 任 一 其 
它 的 方向 ， 并 作出 翟 直 于 这 个 方向 的 口 的 二 条 支持 线 。 二 繁 
中 的 一 系 ， 比 如 51， 和 将 有 一 个 与 的 公共 点 @。 在 Q 处 作 
一 条 长 度 为 的 31 的 蛋 线 ， 并 且 把 它 的 终点 叫 作 开 。 南 宁 
属于 口 。 要 证 明 这 一 点 ， 我 们 必须 说 明 ，N 是 在 内 ， 同 
时 岂 是 在 以 了 上 的 点 为 中 心 ， 碾 了 为 半径 的 所 有 图 内 ,这 后 
一 点 需要 我 们 证 明生 上 的 每 一 点 距离 最 多 是 加 。 这 可 以 
由 以 寻 为 中 心 ， 以 5 为 半 答 的 图 和 51 切 于 中 的 事实 得 到 。 
棋 据 假设 ， 这 个 区 必 包 含 级 了 ， 而 这 就 证 明了 由 戏 到 盖 的 任 
总 上 岂 的 距 订 不 大 二 5。 在 特殊 情形 下 ， 距 高 4M 和 3824 不 
大 于 5， 所 以 点 于 必 在 图 形 3S478S 内 。 叉 因为 是 在 与 
相对 的 48 的 另 一 秽 , 所 以 它 也 在 ;内 。 四 而 它 是 在 已 内 ， 
同时 也 是 在 所 有 的 国内 。 所 以 最 后 ， 避 在 交集 也 内 。 

由 于 QM 惟 直 于 51 和 5,， 而 日 和 虹 属 于 号 ， 所 以 支 转 
线 5 和 8: 之 间 的 四 高， 必然 至 少 是 和 QM=5 一样 大 。 这 个 
距离 不 可 能 大 于 5 因为 这 会 意味 着 二 个 充 点 之 间 的 距离 大 
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于 5， 而 我 们 已 人知， 这 对 于 口内 任意 二 点 是 不 可 龙 的 。 因 此 
5: 和 5 之 间 的 距 网 答 好 是 5; 区域 孔 的 任意 方向 的 宽度 都 
是 2。 

这 个 定 还 和 证明， 证 足 一 定 要 求 的 弧 三 是 可 以 延 拓 成 为 等 
宽 户 的 用 线 C 的 ， 可 以 看 出 ， 只 有 一 种 方法 可 以 使 工 扩展 
组成 为 等 宽度 申 线 ， 胃 六 C 是 唯一 育 定 的 。 

13， 晤 后 ， 我们 不 加 证 明 地 指出 这 些 曲 线 的 另 一 个 慎 得 
注意 航 性 汗 ， 有 相间 宽度 & 的 所 有 等 宽度 曲线 ， 有 相间 的 局 
长 。 而 且 其 局 长 必 等 于 直径 为 的 圆周 长 。 这 个 事实 极 易 几 
第 4.5 节 所作 的 例子 验证 ， 醒 这 些 例子 都 是 利用 有 相同 加 心 
舱 的 类 似 的 圆 珠 作 出 的 。 然 而， 一般 曲线 的 证 明 ， 需 变 用 到 
超出 本 书 范围 的 猎 念 各 方法 ， 关 个 证 明 只 有 在 极为 仔 继 的 分 
析 了 曲线 长 许 的 概念 后 才能 开始 。 


[ 注 妇 即 这 个 性 顾 是 加 的 充分 益 要 条 件 一 一 译注 
[ 注 4] 即 一 跨 颖 ， 它 和 它 的 落 一 起 ， 起 凸 区 上 威 的 边界 。 


26， 初 等 几何 作 图 中 国 规 
的 不 必要 性 


1. 初等 几何 中 的 作 图 ， 都 是 用 直 只 和 圆规 完成 的 ， 其 

至 按 这 个 原则 把 初等 几何 从 整个 几何 学 中 区 分 出 来 ,; 即 认为 ， 

礼 等 几何 是 能 用 站 尺 和 回 规 作 图 的 那 部 分 。 但 是 这 两 个 工具 

并 不 是 完全 必需 的 。 许 多 作 图 题 只 锯 灾 用 这 一 个 或 那 一 个 工 

其 就 本 以 解决 。 而且， 按照 马 吹 罗 尼 的 研究 以 及 最 近 发 现 的 
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莫 尔 的 早期 著作 所 说 ， 指 出 直 尺 是 完全 不 必要 的 。 所 有 能 用 
丰 尺 和 回 规 完成 的 作 图 ， 可 以 完全 不 要 直 尺 而 仅 用 一 个 回 规 
来 完成 。 由 于 没有 直 尺 ,就 男 不 出 直线 ,在 这 种 情形 下 ,认为 只 
要 二 到 二 点 ， 一 根 直 线 就 已 经 作出 来 了 。 斯 坦 纳 从 另 一 方面 
发 现 ， 只 要 顶 洛 作 出 某 个 固定 的 天 以 及 它 的 图 心 ， 初 等 几何 
中 所 有 作 贺 题 仅 用 直 只 就 能 完成 。 证 明 演 个 定 贺 是 必需 的 这 
一 点 并 不 图 意 。 我 们 将 证 明 。 对 于 没 丰 给 出 国 心 的 固定 区 
只 用 直 尺 来 完成 所 有 作 图 题 是 不 可 能 的 。 实 际 上 ， 未 给 出 加 
心 的 二 个 不 相交 的 回 ， 仅 时 直 尺 完成 所 有 作 图 是 不 可 能 的 。 
但 是 ， 我 们 忆 经 知道 ， 没 有 输出 辆 心 的 二 个 相交 的 图 ， 或 
三 个 不 相交 的 回 ， 就 完全 可 以 代替 斯 里 纳 的 给 出 圆心 的 加 
了 。 

?由 于 根据 斯 组 纳 的 结果 ,只 要 我 们 给 出 了 一 个 圆心 已 
知 的 加 所 有 初等 凡 何 作 图 题 都 可 以 作出 ， 这 就 需要 证 朋 ， 
不 论 是 已 知 -- 个 没有 给 出 圆心 的 园 ， 还 是 一 个 不 相交 的 四， 
仅 用 直 尺 训 找 到 疗 心 是 不 可 能 的 。 也 就 是 说 ， 要 证 明 这 二 个 
作 图 题 是 不 可 能 的 。 我 们 的 证 明 是 ， 首 先 反 设 仅 用 直 尺 可 以 
作出 这 个 加 的 圆心 或 两 个 不 相交 国 的 关心 ， 然 后 引出 一 个 蓉 
诬 的 结果， 从 而 证 明了 这 种 作 图 是 不 可 能 的 。 这 些 闻 接 证 法 
将 利用 里 射 的 原理 。 

如 果 我 们 证 明了 只 用 直 尺 不 可 能 求 二 个 不 相交 图 的 豆 
心 ， 那 么 很 明显 ， 也 恕 不 可 能 在 已 知 一 圈 的 情况 下 求 得 加 
心 。 但 后 一 种 桩 形 在 几何 学 方面 是 比较 能 音 的 ， 因 此 我 们 将 
攻 先 证 天 它 。 而 县 它 对 于 介绍 这 二 个 证 明 所 应 用 的 思想 还 有 
所 帮助 。 

3. 假设 对 于 已 经 画 在 纸 上 的 加 ， 我 们 会 用 某 种 办 小 仅 
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利用 一 个 喜 及 求 出 图 心 。 我 们 的 作 图 ， 不 外 是 必 出 与 圆周 相 
安 的 点 往 此 科 变 的 … 些 线 ， 以 及 把 已 经 求 得 的 交点 间接 想 来 
的 一 些 绥 。 于 是 ， 作 出 的 槛 个 图 形 ， 庶 当 由 己 知 圆 和 若干 间 
线 组 成 ， 这 些 直 线 中 的 二 条 区 于 圆心 。 

现在 我 们 求 研 究 对 于 这 整个 图 形 的 一 类 特殊 的 映射 。 通 
过 这 个 上 且 射 ， 合 盆 定 的 图 变 成 一 个 圆 ， 每 条 直线 变 为 直线 ， 
二 条 直线 的 交 上 不 变 为 映射 下 租 应 的 二 条 直线 的 交点 。 这 类 跨 
射 显 然 是 很 多 的 。 例 如 ， 图 形成 比例 好 放大 或 缩小 就 是 这 样 
一 各 映射。 但是， 这 种 相似 的 睦 射 ， 并 不 适合 我 们 的 要 求 。 
我 们 爱 我 的 跨 射 是 这 笠 一 种 喘 射 ， 就 是 它 把 园 变 成 加 ， 一切 
直线 变 成 直线 ， 不 过 爱 司 图 形 发 汪 畸 变 。 特 别 是 要 使 问心 映 
射 为 不 是 象 国 圆心 的 一 个 点 。 

只 要 我 们 找到 了 所 希望 的 这 种 足 射 ， 我 们 前 证 明 实 际 上 
就 完成 了 。 喘 射 后 的 图 形 与 原来 的 图 形 无 论 怎 样 的 不 同 ， 就 
所 涉及 的 作 图 来 说 ， 这 二 个 图 形 完全 是 相同 的 。 原 证 明 的 每 
一 步 ， 作 一 直线 ， 找 一 个 交点 ， 连 结 两 个 交点 ， 在 像 图 上 都 
识 一步 一 步 地 完成 。 但 是 。 奈 有 图 的 中 心 的 占 像 ， 并 不 是 映 
庙 贺 的 中 心 。 因 此 ， 原 图 上 与 圆心 相交 的 直线 冉 射 后 的 像 站 
线 ， 不 交 于 像 加 的 回 必 上 。 盟 然 整个 作 图 在 映射 后 的 图 形 上 
一 步 步 都 能 完成 ， 但 却 不 能 找到 父 加 的 圆心 。 这 与 能 确定 加 
心 的 作 陪 假设 有 至 后 。 因此， 这 就 证 明了 仅 利 用 直 内 求 作 蕊 
知 闻 的 副 心 县 不 可 能 的 。 

至 于 二 个 贺 的 管 形 ， 证 明 是 十 分 相似 的 。 

4. 现在 我 们 必须 找到 我 们 所 叙述 过 的 那 种 映射 ,我 们 将 
借助 空间 的 射影 得 到 这 样 的 映射 。 玫 图 形 ( 图 108) 所 在 平面 
巫 座 外 的 一 点 口 ， 基 加 出 另 一 平面 上 “ 作 象 平面 或 投影 平 
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面 。 从 点 出 发 过 平 别 的 茶 个 点 P 引 射线 ， 它 必然 交 平 而 
瑟 * 于 虑 P/。 于 是 P' 就 是 虚 卫 的 像 或 投影 。 同 样 的 方法 , EE 
上 的 整个 圆 形 ， 能 逐 点 的 投射 为 平面 马上 的 图 形 。 这 个 投 
影 可 设想 为 由 点 光源 0 ， 把 平 商 上 的 图 形 投射 到 五 平面 
上 。 通 过 投影 ， 任 意 直 线 =， 将 贞 射 为 直线 s’。 事 实 上 ， 所 
有 过 @ 及 & 上 的 点 的 射线 的 集合 ， 组 成 一 个 平面 。 这 个 平面 
与 平 而 豆 ' 的 交 是 直线 g"。 

图 的 投影 一 般 并 不 都 是 罚 。 过 口 及 加 五 上 的 点 的 所 有 射 
线 的 集 含 ， 组 成 一 个 圆 锐 ， 在 一 股 情 况 下 ,这 是 一 个 伏 贺 难 。 
连接 硕 点 和 底 圆 罚 心 的 直线 牌 吉 干 底面 的 圆锥 ， 称 为 * 直 ”加 
钦 ， 其 它 的 称 为 斜 阅 锥 。 我 们 知道 ， 投 影 面 £' 和 加 锥 相交 
得 到 的 二 次 曲线 《标准 截 线 )， 一 般 说 不 是 园 。 但 对 于 我 们 
的 目的 来 说 ， 贺 必须 再 映射 为 图 。 有 二 种 特殊 安排 的 映射 是 
能 作 到 这 -一 点 的 。 

第 -- 种 情形 是 很 车 通 的 。 方 法 是 把 平西 瓦 与 王 ' 彼此 平 
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行 放 咀 。 通 过 投影 得 到 的 这 个 上 映射， 显然 是 相 倒映 射 ， 视 平 
面 E' 距 口 较 平面 所 递 或 近 而 为 相似 放大 或 相似 缩小 。 这 样 
作 图 对 我 们 的 目的 来 说 是 不 适合 的 ， 因 为 它 不 能 使 图 形 发 生 
畸变 。 

第 二 种 情形 与 一 个 立体 几 徊 的 定理 有 关 。 为 了 不 使 这 里 
的 推理 过 程 中 断 ， 我 们 且 把 对 它 的 证 明 放 到 本 篇 的 最 后 - - 段 
(第 8 节 )。 过 省 点 口 作 一 平面 ， 使 它 算 直 于 僚 悦 锥 的 底面 ， 
且 过 底 贺 阅 心 。 这 个 平面 是 笑 回 锥 的 对 称 平面。 赂 108 表 
示 出 锥 和 这 个 平面 的 蕉 面 。 只 有 底 圆 的 直径 XK1X ;表示 在 图 
上 上 。 底 平面 是 牌 直 于 图 形 的 至 面 的 。 由 于 图 形 平面 的 位 置 ， 
OK 是 过 DO 和 庆贺 加 同上 的 点 的 线段 中 最 短 的 一 条 ,而 OK， 


图 108 


是 最 长 的 一 条 。 每 一 个 平行 于 底 平 曾 玉 的 平 曾 ， 显然 截 贺 锥 
为 一 国 。 如 果 作 一 平面 瓦 "， 使 它 与 直线 08 和 UKs 交 于 
点 1 和 天，， 且 使 坟 OK1 Ks 三 人 0K9K1， 那 么 由 第 8 币 
证 明 的 定理 ， 就 能 断定 人 谓 圆 锥 为 一 圆 。 由 于 <OK1 Ks = 
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OKE:EI， 且 出 于 三 角形 三 内 角 和 等 扩 180  ， 所 以 一 DR 
£1 二 < 之 DEIE2。 妮 然 ， 任意 与 平面 平行 的 平 珈 ， 截 阅 
锥 后 的 截 线 也 是 加 。 

如 昌平 面 总 :已 涂 记 希望 的 选择 好 ,那么 出 瑟 到 无 "的 投 
影 ， 就 具 在 我 们 所 带 要 的 一 切 特 点 。 为 此 ， 我 们 上 只 要 证 明 
KiKs 的 中 点 M 并 不 投影 在 KiK$ 的 中 点 az 就 可 以 了 。 首 
和 党， 三 角形 E10 和 iO 在 顶点 D 有 公共 的 角 乎 分 线 。 
因为 在 任 一 三 角形 中 ， 和 尾 一 个 角 的 角 平 分 线 ， 都 把 对 边 分 为 
与 邻 迪 成 比例 的 线段 ， 而 在 射 圆锥 府 ， 我 们 有 0O&2>> OK， 
所 以 EU >UKI， 其 中 ，U 是 电 和 角 口 的 角 平 分 线 的 交点 。 
而 号 ， 由 于 三 角形 中 夫 边 对 大 角 ， 知 人 OER182> 人 0 KiKi。 
从 而 一 DO5 3 人 OK ， 因 此 ，O0 天 IO8a， 由 此 我们 
得 到 世 ' 全 [人 > 天 2077。 由 于 于 是 Rs 的 中 上 点， 好 是 K2E1 
的 中 点 ， 可 知 时 和 河和 一 定 分 别 位 于 角 0 的 角 平 分 线 的 两 
氨 。 因 此 ， 在 斯 作 的 投影 下 ，: ”不 可 能 是 末 的 像 。 

5. 综合 以 上 记述 ， 我 们 已 经 证 明了 只 用 直 尺 是 不 能 找 
到 冶 定 辑 的 同心 的 。 利 由 图 108， 我 们 可 以 本 村 地 人 答 及 证 明 
的 要 点 。 平 面 鼠 上 由 贺 大 1 及; 和 荣 些 直线 组 成 的 图 形 ， 由 0 
投影 到 平面 上 上。 在 此 投影 下 ， 直 线 变 成 直线 ， 加 Ki&2 
变 戌 KIK;， 但 KK; 的 中 心 37 并 没有 变 成 二 1 区 的 中 心 
呆 7。 也 就 是 在 平面 五 内 芷 柯 建立 在 直线 基础 上 的 ， 并 且 确 
定 了 已 知 加 的 蜗 心 的 作 图 ， 上 映射 到 瑟 " 内 后 将 不 证 是 这 者 能 
确定 圆心 的 作 图 。 所 以 这 样 沽 虚 的 作 图 是 不 可 能 的 。 

68， 在 已 知 二 个 加 的 民 形 下 ， 这 样 的 映射 较 难 获得 。 出 
虚 口 出 发 的 投影 组 成 两 个 斜 圆锥 ， 我 们 必须 使 投影 平面 至/ 
起 割 它们 时 都 得 到 略 。 
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我 们 分 两 种 情形 来 讨论 。 益 先 ， 一 个 加 可 能 处 在 另 一 较 
的 内 部 。 我 们 在 重 直 于 请， 并 过 两 个 图 的 中 心 M 和 六 的 平 遂 
上 ， 作 一 图 形 【图 110)。 商 个 圆 可 由 图 形 上 它们 的 直 稚 kK 
去 ,和 民 L 表示 。 现 在 如 果 我 们 能 找到 这 样 的 点 DO， 使 得 
<EIO8 和 一 FiDZLs 有 同一 条 和 角 平 分 线 ， 那 各 我 们 可 以 按 
一 Fa 到 0D= 之 LWP'D 的 办 法 , 且 利 用 图 110 的 符号 , 作 出 平 
面 和 外 此 图 形 内 所 有 用 辐 社 的 数字 或 字母 标 出 移 角 都 是 相 
等 的 。 所 以 根据 第 8 节 的 定 下 ,平面 上 “同时 截 草 其 个 以 关 
i 和 二 1 为 底 的 圆锥 。 


图 110 


证 归 的 其 余部 分 和 前 面世 还 的 机 砚 ， 这 种 投影 使 二 个 网 

变 下 抽 个 较 ， 井 使 直线 成 为 直线 ， 但 却 不 能 使 蛛 圆 的 加 心 变 
成 氛 晤 的 辆 心 。 在 平 同 五 肉 ， 已 确定 贺 心 的 任意 直线 的 作 图 
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在 平面 器" 上 将 丰 再 如 此 ， 并 且 一 般 米 说 这 样 的 作 图 是 不 可 
能 的 。 

我 们 还 必须 说 明 ， 使 达 了 ,0 五 ; 和 I,0 LL 有 相同 的 角 
平分 钱 的 后 口 是 能 找到 的 。 假 定 已 按 此 选择 好 0 ， 则 必 有 
KO = 人 Ko07P 浴 及 之 L230 下 二 人 Li0 厂 。 它 们 相 加 ， 
就 有 二 K10L3= KO0L1。 设 这 些 角 的 值 为 6， 并 作 底 角 为 
90 -0 的 等 腰 三 角形 .CLL 和 EC 下 (图 111)。 隐 Ci 为 
心 ， 过 到 ,和 了; 作 圆 弦 ， 以 Cz 为 必 ， 过 和 上 ;也 作 图 
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狐 、 由 村 它们 的 苇 二 :Li 和 工 ; 有 一 部 分 重合 ;所 以 这 二 个 
圆 强 必 相 变 ， 设 台 是 它们 的 爱 点 。 现 在 有 


RLVOLI= 冯 一 RiCUa 一 二 [189" 一 2090" 一 9 村 = 


2 
因而 过 OD 二 之 L108;, 由 此 , 求 得 和 OL= 人 R01， 
所 以 ， 一 上 97s 的 角 平 分 线 同 祥 是 二 0K; 的 角 平 分 线 ， 
这 正 是 我 们 所 需要 的 。 
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一 PiOAas = LCRi= [180"—2(90°—6)]=5, 


7、 两 个 圆 的 第 二 种 情形 是 ， 已 知 的 两 图 是 钼 紫外 高 的。 
这 里 两 个 贺 猴 也 是 被 此 分 离 的 ， 并 日 对 于 任意 位 置 0， 使 角 
ORK; 和 FID5s 右 相 同 的 家 平分 线 是 不 可 能 的 。 

在 这 种 情形 下 ， 我 们 要 利用 对 顶 圆 欠 (图 112》。 如 时 
FO=D 广 0， 并 且 玫 oD00 二 之 IUD0, 第 8 节 的 定 
理 就 送 肌 于 这 两 个 闫 锥 。 那 么 三 角形 UVF 将 是 等 腰 三 角 
形 ，UO 将 平分 它 的 顶 角 。 所 以 TO 垂直 于 FF， 并 县 我 们 
有 
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ROL=90° te—B, 
一 下 OF 一 9 一 4 二 有 
由 此 
LKRIOLIt ZKrOLs=180°, 1) 
所 以 虑 局 的 选择 必须 使 (17 式 能 够 成 这 。 也 就 是 如 果 (1) 成 
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立 ， 闭 么 铺 玉 ,OK: 和 和 2 的 角 半 分 线 ， 实 际 上 是 互相 
垂直 的 ， 这 是 因为 

2 日 太一 2 下 口 并 二 242 一 了 天 

= 人 ROU TAUOR TLROLI EOLI 

FLLOF +t LVOT, 

= EOLI+ KOOL ,=180", 
斯 以 UOrF=00", 
如 果 如 图 所 示 ， 在 这 个 情况 焉 ， 我 们 可 以 把 避 ' 放置 在 这 样 
一 个 位 置 上 上 ， 即 用 2 标 出 的 角 是 相等 和 的， 那么 用 1 标 出 的 角 
也 是 相等 的 。 记 以 五“ 截 丙 个 圆锥 为 园 ， 这 个 投影 共有 所 需 
要 的 性 质 ， 至 于 共 余 部 分 的 证 明和 前 面 所 述 完全 一 样 。 

汶 了 求 能 满 是 (1) 的 点 0 的 位 置 ， 我们 选择 任意 管 
DEL 有 -RsOF 一 也 ， 并 限制 天 二 也 一 1809。 于 是 
由 第 6 节 末 尾 所 用 的 方法 ， 我 们 可 作 一 加 级 ， 使 路 下 :所 
对 的 内 接 于 贺 强 的 角 是 4。 类 此 ， 作 另 一 癌 弧 使 张 下 2F。 所 
对 的 圆周 急 为 加。 由 于 KiT1 和 下 aL 有 一 部 分 重合 ， 那 么 
贺 氢 将 相 变 。 它 们 的 交点 口 就 是 我 们 所 需要 和 的 。 

我 位 现 已 证 明 ， 两 个 未 给 出 加 心 的 不 相交 的 噩 ， 对 干 可 
以 仅 用 直 尺 作出 欧 所 有 此 本 作 图 来 说 ， 是 不 能 的 。 

8. 现在 还 剩 下 出 第 4 节 扒 延 下 来 的 那个 定理 的 证 明 。 

这 个 定理 断定 ， 如 果 平 前 如 (图 109) 截 荐 吞 昭 铂 1 OK: 为 
二 个 留 ， 那么 ， 如 果 角 1 KE 20 和 下 10 相 等 ， 亚 面 也 
将 项 划 辕 锥 为 一 个 因 。 必须 记 住 ， 过 顶点 吕 和 底 轩 加 必 的 辆 
形 的 ; 六 而 是 和 加 锥 的 底面 重 直 的 。 Ei 
显然 可 用 一 KI0= 才 Ks0 或 过 KUO0= KUO 代 
替 ，。 
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图 109 的 平面 是 加 和 锥 的 对 称 平面 。 我 们 的 证 明 决 定 于 寻 
求 另 一 个 对 称 平面 。 
图 113 表示 的 圆锥 的 截 线 与 图 109 相同 。 
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图 113 图 1 


我 们 画 一 个 三 角形 OK1E; 的 外 接 圆 以 及 角 0 的 角 平 分 线 
JEIO， 由 于 角形 IO37 和 和 Ka2DO 相等 ，KLM 和 Ki 的 
短 弧 也 相等 。 所 以 过 圆心 和 污 〖1E; 垂直 的 直线 交 图 于 点 
到 。 如 果 把 圆 围绕 轴 M'C4 旋转 ， 就 描画 出 一 个 球 ， 圆 锥 
的 底 贺 的 圆周 ,Kz， 及 顶点 0O 在 此 球面 上 ， 即 回 欠 内 接 于 
此 球 ， 所 以 点 肝 与 涡 周 玉 :K， 上 的 所 有 点 是 等 距 的 。 

直线 OM 在 妊 回 锥 的 研究 中 起 着 特殊 的 作用 。 它 被 则 
作 圆锥 的 轴 。 如 果 一 个 平面 通过 此 轴 ， 它 就 与 圆锥 相 截 得 一 
顶点 在 口 的 三 角形 ， 而 其 它 二 点 吾 ! 和 五 则 在 圆锥 的 底面 
土 。 此 平面 截 球 得 一 圆 ， 读 圆 外 接 于 三 角形 0 五: 坟 2。 点 MM 
也 在 此 图 上 ， 并 且 我 们 得 到 的 图 形 ( 图 114) 党 全 和 图 113 类 


217 


得 i118 图 116 


做。 由 于 17 和 圆锥 底 圆 的 关系 ， 二 强 互 ,0E 和 万 ;MY 相等 ， 
因此 轴 0 是 有 瑟 :0 石 :的 角 平分 钱 。 笑 团 锥 的 轴 有 这 样 
的 性 后。 妈 过 此 辕 的 全 个 恶 而 胡 加 为 三角形， 而 在 此 三 
种 形 内， 请 训 名 一 个 角 的 旬 字 分 和 

现在 我 们 用 垂直 于 圆锥 的 轴 和 罚 113 的 平面 的 平面 4 截 
割 此 贺 狂 ， 平 面 4 和 图 形 平面 的 交 线 如 图 113 的 点 线 44 所 
示 。 有 4 和 网 锥 的 交 线 表示 在 轩 115 上 。 这 个 图 形 所 在 的 平面 
是 平面 4 ， 并 且 山 维 轩 三 直 于 它 。 图 113 的 平面 截图 115 的 
平面 为 直线 3Z2。 我 们 假设 通过 纳 的 一 个 平面 , 它 截图 115 的 
平面 于 某 条 线 ， 设 为 38。 点 工 和 了 状 示 它 和 曲线 的 交 
点 。 顶 点 口 不 在 图 115 的 平面 上 ， 人 得 它 位 于 点 忌 的 下 上方。 
在 三 角形 了 ,07T; 内 ， 轴 LO 牌 直 于 T1T，， 并 且 由 我 们 上 面 
的 结果 ， 它 是 前 荆 ,OT 的 角 平 分 弹 。 记 以 我 们 有 TIU = 
Ts0。 由 于 8 是 过 轴 的 任 一 平面 ， 这 就 意味 着 点 上 是 圆锥 和 
平面 4 的 截 线 的 对 称 中 心 。 

图 113 章平 币 是 贺 仅 的 一 个 对 称 平 面 ， 并 且 攻 和 图 115 


218 


的 平面 的 裁 线 是 多 称 。 所 以 图 115 对 于 线 ZZ 和 点 0 都 是 
对 称 的 。 换 名 话说 ， 圆 能 上 的 7 和 ?33 是 对 应 于 圆锥 上 的 
2 和 7。 的 镜像 。 

这 四 个 点 组 成 了 四 边 形 TT27?。 由 于 TV 和 720 
是 相等 欧 ， 旭 其 镜像 TIDV=73U0。 而 且 ，<T.VUTY= 
一 TUXY， 因 为 它们 是 对 顶 角 。 由 此 ， 三 角形 TI?TID 和 
73272U 是 爹 等 的 ， 所 以 T,T? = 二 75T3。 因 为 直线 TIT? 和 
了 213 癌 时 垂直 于 各 ZZ， 所 以 它们 也 是 平行 的 。 这 样 ，TT 
T27? 是 一 个 平行 四 边 形 。 叉 因为 二 条 对 角 线 T17's 和 TY 
煌 等 ， 所 以 这 个 平行 四 罗 形 是 诺 形 ，V 则 是 它 的 中 心 。 这 表 
明 图 115 也 有 对 称 轴 YY 了， 

我 们 的 结果 表明 ， 过 圆锥 轴 目 者 直 于 图 113 和 图 115 所 
在 平面 的 平面 ， 是 加 稚 的 第 二 个 对 称 面 。 需 要 记 清 的 是 ， 读 
平面 包含 了 图 115 中 所 示 的 直线 YY， 而 此 直线 二 且 刁 过 
二 图 113 的 孚 首 。 

如 果 我 们 令 圆锥 对 第 二 对 称 平面 作 反射 ， 它 的 像 仍 是 原 
阅 锥 ， 这 从 好 是 叙述 对 称 锤 的 另 一 种 方 活 。 这 样 ， 图 Ki; 友 。 
的 像 是 另 一 个 项 iE3， 它 必 然 也 在 此 轴 锥 上 (图 116)。 这 
正 是 我 们 所 期 望 的 较 。 这 个 圆 所 在 的 平面 和 圆锥 轴 之 问 的 死 
基 和 定型 的 约定 是 ~` 致 的 。 最 后 ， 我 们 注意 到 图 ;Ks 不 能 
和 它 的 像 重 合 、 因 为 这 只 有 当 它 所 在 的 平面 垂直 于 奖 锥 的 连 
时 和 才能 发 生 ， 人 也 这 和 圆锥 是 斜 的 假说 矛盾 。 
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27。 数 30 的 一 个 性 质 


10 或 21 都 不 是 素数 。 但 是 在 10=2'5 和 21 二 3.7 中 ， 
没有 一 个 因子 是 同 含 二 两 数 的 。 因 此 ， 它 们 被 叫 作 “* 互 崇 *” 的 
数 。 数 6 和 10 因为 有 公园 子 2， 所 以 它们 不 是 互 崇 的 。 

所 有 由 + 济 9 的 数 中 , 与 10 互 素 的 是 3,7,9。9 与 10 
虽然 互 素 ,但 它 不 是 素数 。 数 12 与 10 不 册 。 由 1 和 到 二 的 
数 中 ， 与 12 瑟 素 的 数 只 有 5,7,11， 但 它们 都 是 素数 。 可 以 
很 容易 地 看 出 ， 数 

B31d,6,8,12,18,24,30 
都 有 12 所 具有 的 性 质 ， 

在 具有 比 它 小 ， 且 与 它 互 素 的 所 有 数 都 是 素数 性 质 的 数 
中 ，30 是 最 大 的 吗 ? 本 篇 将 证 明正 是 如 此 。 

我 们 首先 来 看 如 何 着 手 来 寻找 具有 这 种 性 质 的 数 。 由 4 
开始 ， 往 后 每 一 个 这 样 的 煞 六 必 能 被 2 整除 。 国 为 如 果 它 是 
奇数 ， 则 它 必 与 4 互 素 ， 而 4 却 不 是 素数 。 用 回 料 的 方法 ， 
由 9 开始 往 后 任意 一 个 这 样 的 数 必 能 被 3 整除 ， 册 于 它 已 经 
能 被 2 整除 ， 它 就 必 能 被 2.3=6 整除 .继续 这 样 的 论断 ,得 
到 如 下 的 表 ， 


由 4 开始 往 后 的 数 入 必 能 被 2 二 2 整除 
出 9 开始 往 后 的 数 N 必 家 被 2.3 一 上 整除 
由 25 开始 往 后 的 数 NN 必 能 被 2.3.5 二 30 整除 


由 49 开始 往 后 的 数 NN 必 能 被 2.3.5.7 一 210 回 除 
由 121 开始 往 后 的 数 和 N 必 能 被 2'3:5.7.11=23810 整除 。 
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在 4 与 9 之 间 ， 六 的 值 只 可 能 是 4,6,8; 在 9 与 25 之 
间 ， 仅 13，18，24; 在 2 与 49 之 间 ， 只 有 30( 能 被 30 整 
除 船 最 接近 30 的 数 是 60， 已 大 过 49) 在 49 与 121 之 间 , 已 
不 可 能 有 这 样 的 数 , 因 为 210 已 经 大 于 121。 现 在 我 们 看 到 ,如 
用 车 样 方式 使 此 表 继 续 列 下 去 ,那么 , 13: 是 小 于 2.3.5.7.11 
的 ，172 是 小 于 2.3.5.7,11.13 的 ， 以 此 类 推 ， 于 是 30 就 是 
具有 所 需 性 质 的 最 大 的 数 。 如 第 一 -篇 那样 ， 如 果 我 们 用 符号 
P,, Pa, Pa, Pa Ps, Ls, Pr** :表示 逐渐 增长 的 素 数 2,31617, 
11,13,17，… ， 那 么 我 们 必须 证 机 

Pi Pr Py Pyar * Ps «1) 

对 于 由 4 开始 的 所 有 的 “都 是 对 的 。 

在 第 一 篇 里 一 再 内 到 的 葡 儿 理 德 的 证 明 苔 出 

了 PT 
我 们 现在 所 需要 证 明 的 是 
Pen<y PP Pr, 

这 个 论断 比 欧 几 里 德 的 结果 要 强 。 不 等 式 (1) 也 许 比 原来 的 
有 关 30 的 问题 更 有 意思 。 有 了 不 等 式 (1)}， 原 来 的 向 题 也 就 
立即 解 典 。 由 此 ， 我 们 现在 集中 来 研究 式 (1) 的 证 明 。 

实际 上 小 于 (1) 式 右 端的 素 数 ， 比 不 等 式 (1) 所 断定 
的 要 多 得 多 ， 不 内 是 P= 和 1 的 下 一 个 素数 ， 即 1 小 于 
TY2.3.57.T 一 2310 一 48.06.…，17,19,23，…… -等 也 都 小 
于 这 个 数 。 当 我 们 对 (1) 继 续 考 察 下 去 时 ， 这 个 矛盾 变 得 更 
大 。 人 得 是 ， 由 于 素数 序列 极端 不 规则 ， 不 等 式 (1) 的 结果 推 
广 为 对 一 切 素数 都 成 立 是 极 困 难 的 。 损 比 雪 天 利用 极为 广泛 
的 方法 ,证 明了 P 的 下 一 个 素数 小 于 2 Ps, 即 Pi<2 Pa。 
这 当然 比 尖 系 式 (1) 要 强 。 于 是 产生 了 这 样 一 个 问题 ， 即 是 
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性 较 弱 的 不 等 式 (1) 不 能 用 彻 等 方法 解决 。 

邦 塞 在 求学 时 期 发 现 了 (1) 式 的 一 个 极 车 隶 的 证 菇 ， 它 
不 仅 不 需要 契 比 姆 夫 用 到 的 一 切 分 析 方法 和 无 限 过 程 ， 而 且 
只 需 应 用 最 简单 的 数学 观念 。 

1. 证 明 的 基本 思想 类 似 干 第 一 篇 给 出 的 欧 几 里 德 的 证 
明 。 我 们 把 前 ”个 素数 组 成 的 式 子 

一 五 六 或 M= PP Pl 
换 成 只 用 前 i 个 素数 Pi, Pa,…, P:， 并 上 且 组 成 上 ,个 式 子 
Mi=PiP D111 


Wei= PP Pi_1rP—1l, 

就 象 欧 几 里 德 表 示 式 的 宵 形 那样 ， 我 们 可 以 断定 ， 

(a) 不 论 这 过 家 于 M1 ' “if ;中 的 哪 一 个 ， 都 不 能 
被 Ps Pa,………,l ,中 的 任 一 -个 素数 鉴 除 ， 

(的 这 些 式 于 中 至 多 有 一 个 能 被 了 整除 。 因为 如 果 这 
些 式 子 中 的 蘑 二 个 » 例如 Pi Psi 和 和 Pr. ‘Pi-1y—1 
能 被 已 整除 ， 那 么 它们 的 差 PP2-… Pi(#* 一 J) 也 能 被 Ps 
整除 。 由 于 P; 不 能 整除 前 :一 1 个 因子 中 的 任何 一 个 ， 霸 而 
应 能 整除 差 (x 一 y)。 但 * 和 各》 是 在 数列 1,2,3,4，，… ,Pi 之 
中 ， 因 此 这 样 二 个 数 的 差 ， 黄 至 当 取 它们 中 节 小 的 1 和 最 大 
的 ;时 ， 岂 仅 等 于 Pi.!:， 所 以 ， 一 切 这 样 的 差 都 小 于 P,。 
这 样 ， 由 于 较 小 的 数 不 能 有 较 大 的 数 作 其 因子 ， 所 以 Pi 不 
能 整除 这 些 差 。 用 同样 的 论证 ， 我 们 可 以 断定 ， 
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全 台 妨 Ps 整除 ，，…， 人 访问 除 。 
现在 如 果 数 已, P;,1， :DD, 的 个 数 小 于 式 37，， My 
六 5; 的 个 数 ， 换 名 话 说 ， 如 果 我 们 有 
n—i+t+l<P, (2) 
那么 ， 式 中 至 少 有 一 个 不 能 被 数 Pi 户 43，… ,Ps 中 的 任 
何 -一 个 整除 。 证 明 中 的 这 个 重要 一 步 ， 可 由 [ 玉 和 (ce) 直 接 得 
到 。 如 果 我 们 称 这 种 特殊 的 式 子 为 WE， 那么 由 命题 (a}， 此 
式 不 能 被 数 PP …， 忆 -中 的 任 一 个 整除 ， 所 以 ， 它 不 能 
被 前 个 素数 中 的 任 一 个 整除 。 
下 一 步 就 是 欧 儿 里 德 的 证 法 。 式 加 ,可 能 恒 好 是 素数 ， 
也 可 能 被 分 解 为 素 因 了 。 即 存 存 一 个 素数 也, 它 或 等 于 邮 4， 
或 可 整除 对,。 转 于 ;不 能 被 Pi，P2,*:…，P, 中 任 一 个 
整除 ， 那 么 这 个 素数 一 定 超 过 P。。P, 的 下 一 个 素数 是 
了 al1， 所 以 有 Ps 于 忆 。 及 因为 PD 可 以 整除 或 等 王 好 ,， 我 
们 有 了 去 并 ,。 轩 为 所 有 的 时 式 中 最 闫 的 是 Wo。， 那 么 ， 把 
这 些 不 等 式 结 合 在 一 起 ， 得 到 
PnP P,P—1< PP P,. 
这 样 ， 上 面 的 结果 可 简 述 如 下 ， 如 果 关 系 式 (2) 成 立 ， 那么 
我们 有 
Pri PPa P,, (3) 
2, 显然 ， 第 1 节 的 结果 是 欧 几 里 德 证 靳 的 结果 
Pa Pi: Ps 
的 改进 ;因为 数 i 小 于 上 ， 市 边 减 小 了 。 究 意 工 是 案 少 呢 ? 
条 任 {2) 不 允许 :为 任意 小 的 值 。 我 们 必须 让 守 是 铝 大 ,这样 
PP 的 个 数 ， 即 4 一 i 二 1， 就 会 小 于 这 些 数 的 第 一 
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个 ， 邯 P,, 这 个 要 求 由 于 i 本 身 要 来 回 试 服 而 显得 复杂 了 。 
下 面 用 一 个 简单 的 例子 来 帮助 理解 这 个 条 件 是 怎么 回 事 。 

设 x= 二 35， 这 样 我 们 来 考虑 前 5 个 娄 数 2,3,5,7,11。 如 
时 选取 了 ,二 3， 那 么 车 i=2， 则 数组 P;,，''， 了 包含 3,5， 
7,11。 这 个 数组 包含 的 个 数 4 一 十 1 二 5 一 2 十 1=4， 不 小 于 
它们 中 的 第 一 个 (4 不 小 于 Pi 二 3)， 所 以 i 选取 的 值 太 小 了 。 
如 果 使 i 慎 增 加 1， 妈 i 二 3， 则 P,=5， 数 组 P，，…， 书 ,只 
有 3 个 数 ，5,7,11。 由 于 3 小 于 5， 所 以 i 选取 移 这 个 值 是 
合适 的 。 显 热 ，; 选取 性 一 更 大 的 值 也 袜 足 (2)， 

我 们 现在 要 证 明 移 命 是 是， 如 果 取 满足 条 件 (2) 的 尽 
可 能 小 的 值 ， 那 么 我 们 将 有 : 

有 (4) 

当 z=5 有时， 这 个 命题 是 正确 和 的， 因为 由 乘法 可 以 验证 
2.4.5<7-11。 为 了 说 明 当 = 增加 上 时 它 也 是 正确 的 ， 我 们 必 
须 需 请 ， 当 地 增 加 时 最 小 的 如何 变化 。 

当 z=5， 我 们 有 z=3，P; 二 5。 数 组 已 ,………,P, 包含 3 
个 数 ; 5，7?，11。 如 果 由 上 =5 改 为 了 = 一 6， 那 就 增加 了 一 个 
素数 13。 然 而 ， 不 需要 改变 i， 因为 数组 了 … ,Ps 可 以 包 
含 4 个 歼 。 当 我 们 改 为 n= 二 7 时 ， 那 就 加 入 了 素数 17。 我 们 
现在 必须 增加 ,因为 否则 数组 P;;,… ,了 ,将 会 包含 5 个 数 ， 
而 5 不 小 于 P=5。 因 此 如 果 x 二 7， 必 须 选 取 i 一 4， 那 么 
了 P; 二 7， 这 就 公 洗 有 6 个 数 7,11,13,17,19,23 的 数组 。 从 而 
对 于 =7,8, 9 一 4 是 足够 的 。 当 “= 一 10 时 ，= 的 值 必 须 增 
加 到 :一 5。 那 么 已 将 是 11。 因 为 这 次 了 以 后 最 近 的 素数 不 
是 比 它 大 2 而 是 大 4 ， 所 以 这 个 工 值 对 后 面 的 5 步 ， 即 “= 
10,11,12,13,14 都 症 足 够 的 。 下 表 显 示 出 了 = 的 值 。(P 用 
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5; 2,3,5,7,11 
6, 2,3,5,7,11,13 
n= 7 2,3,5,7;11,13,17 
8: 2,3,5,7,11,13,17,19 
8; 2,3,5,7,11,13,17,19,23 
n=10; 2,8,5,7;,11,13,17,19,28,29 
n=11l;: 2,8,5,7,11,13,17,19,23,29,31 
nn 二]2: 2,3,5,7311,13,17,19,23,29,31,37 
n=18; 2.3,5,7111,13,17,19,23,29,31,37,41 
n=14, 2,3,5,7,11,13,17,19,23,290,31,37, 41,43 
n=15: 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43, 47 
此 次 当 守 增加 1 时 ， 束 数 已 至少 增加 2， 这 样 i 在 = 以 后 
三 个 值 中 仍然 相同 。 如 果 增加 的 值 大 于 2 ， 那 人 么 :的 值 
对 于 更 多 的 = 的 值 保持 不 变 。 
现在 我 们 已 经 看 清 当 3 增加 时 ， 景 小 的 i 是 怎样 变化 
的 ， 所 以 我 们 就 可 以 讨论 (4} 了 。 我 们 早 就 知道 ， 当 n=5 时 
(4) 式 正确 ， 


2:4.65<7.11, {5) 
当 n=6 持 、: 不 改变 ， 蛋 么 (4) 式 就 是 
2.3.5<7.11.13， (6) 


显然 这 是 正确 的 ， 因 为 (5) 的 右 端 增加 了 。 

当 由 天 二 各 变 为 上 = 一? 时 ， 由 于 :的 全 改变 ， 事 情 就 不 那 
过 简单 了 。 数 了 由 右边 移 到 左边 ， 而 在 右 过 出 现 了 新 的 素数 
17。 我 们 带 记 证 明 的 是 
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:3:5:7<11:13:17, (7) 
不 这 过 实际 的 计算 ， 我 们 不 能 由 (6) 直接 得 到 (7) 。 我 们 可 以 
在 (6) 式 左 端 乘 以 因子 ?7， 而 在 右 端 乘 以 更 大 的 因子 17， 但 
这 样 会 得 到 
2.3.5,7<7.11.13-17， 
其 中 布 边 出 现 了 不 需要 的 因子 7 了。 
如 果 我 们 由 (5) 开 始 ， 那 么 不 经 计算 就 能 验证 (7}。 为 
此 ， 在 不 等 式 (5) 左 端 秉 以 ?'7， 而 右 端 导 以 13-17; 得 到 
2+:3:5:7.:7<711.13:17, 
部 果 消 去 7， 我 们 有 不 等 式 (7)。 
这 个 由 z=6 狂 #=? 的 论证 设 有 任何 实际 的 计算 ， 宅 
仅 殷 据 倒退 二 步 到 ”=5 这 一 事实 。 类 似 的 由 地 的 一 个 值 到 
下 一 个 值 的 每 一 步 ， 都 可 以 实行 完全 一 样 的 论证 。 它 只 要 求 
当主 值 省 加 时 ， 至 少 对 于 半 的 依次 二 个 值守 仍 是 相同 的 《我 
们 已 经 君 到 ， 王 少 ”的 依次 三 个 值 ， 基 至 更 多 的 值 ，; 是 要 
同 的 )。 因 此 ， 不 等 式 (4) 对 于 一 切 = 一 5,6,… 都 是 成 立 
的 , 
3， 不等式 (4) 二 端 乘 以 Pi" Po'"* 了:， 得 到 
(Pi: PPDz< Pi PP 或 
Pur Paree PY Pr Par Po (8) 
这 个 结果 再 结合 不 等 式 (3)， 就 得 到 当 4 一 8,6,'… 时 的 甘 系 
式 (1)， 这 就 是 我 们 要 证 明 的 。 而 当 n=4 时 ， 通 过 浅 法 很 
易 验 证 (1) 是 对 的 。 
4， 邦 塞 推广 了 这 个 绪论。 同样 的 方法 可 以 证 明 , 当 n 汪 
5 时， 存在 更 强 的 不 短 式 ， 
PP (9) 


这 个 证 明 的 基 链 在 于 ， 在 第 2 节 末 尾 讨 论 的 1 值 ， 对 于 = 的 
三 个 信和 实际 上 是 相同 的， 并 且 不 象 刚才 证 明 中 的 只 是 稳 进 二 
步 。 


28， 一 个 改进 的 不 等 式 


在 第 27 篇 中 我 们 提 湖 ， 邦 塞 的 (8) 式 的 证 明 实际 上 给 出 
了 更 好 的 不 等 式 (9] 。 事实 上 ， 只 要 增加 一 个 简单 的 设想 ， 
就 可 以 使 我 们 证 明 一 个 在 某 一 方面 有 较 多 收获 的 改进 的 不 等 
式 ， 虽 然 我 们 将 厦 到 ， 在 其 它 方 面 会 失去 一 些 东 西 。 

新 的 设 顾 是 这 样 的 ， 如 果 财 是 形 如 6 m 一 1 的 数 ，(6 的 
倍数 诚 }， 那 么 在 好 的 素 因子 分 解 式 中 ， 由 必然 至 少 出 现 
一 个 网 样 形式 的 素数 6 x 一 1。 为 要 证 明 这 是 对 的 ， 我 们 注 
意 到 ， 任 总 一 个 数 必 是 形 如 6 x，6 x 一 ]，6 x 一 2，6 x 一 3， 
和 x 一 4， 了 6x* 一 5 这 些 数 之 一 。 因 为 6x，6 x 一 2, 或 6* 一 
4 都 是 偶数 ， 所 以 2 是 它们 之 中 崔 一 可 以 是 素数 的 数 。 同 
样 ，6 x 一 3 可 被 3 整除 ,所 以 3 是 这 类 数 中 的 仅 有 的 素数 。 
全 部 数 还 剩 6 * 一 1 和 6 x 一 5 这 二 类 ， 所 以 所 有 素数 或 者 是 
这 二 种 形式 中 的 一 个 ， 或 是 2， 或 是 3。 然 而 ，2 或 3 不 能 
整除 形 如 6 m 一 1 的 数 M。 而 且 ， 二 个 数 63 一 5 和 6s 一 5 的 
乘积 是 

《6 y—5)(6 2 一 5) 一 36 yz 一 30 y—302+25 
=6(6 95 一 5 4 一 5 5 十 5) 一 5 
这 仍 是 原来 的 形式 ， 因 此 ， 若 M 具 有 6 m 一 1 的 形式 ， 它 的 
素 因 子 分 解 式 ， 必须 至 少 含有 一 个 形 如 6 * 一 1 的 素 因 子 。 
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为 了 得 到 在 第 27 篇 基础 上 改进 药 新 的 不 等 式 ， 我 们 不 
象 以 前 那样 利用 所 有 的 索 数 P,P, Ps ,Pi 一 2,8,5,7，，， 
诉 是 只 职 94935949* 一 2 3:5,11 pm。 共 中 91=2，93 一 
3， 而 其 余 的 9, 是 形 如 6 x 一 1 的 素数 ，。 
现在 我 们 象 以 前 - 样 建立 表示 式 六 ;; 册 ;,……' ,有 8,,,， 但 
我 们 用 9; 代替 P,， 
MI gg ll 
Ma= 919 F121 
M1 31 
My i i 1 
二 为 我 们 只 在 PP 的 位 置换 写成 9s， 所 以 有 关 原 洲 表 示 式 的 命 
题 {a)，(5)，(c) 仍 是 对 的 。 
下 一 步 需 要 稍 作 解释 。 愉 如 以 前 一 样 ， 如 时 
A—i+ lq, (2”) 
那么 存在 某 个 虹 ， 明 它 为 型 ,， 不 能 被 素数 7 ,… ,9。, 整除 。 
如 果 MH; 本身 是 素数 ， 它 就 是 形 如 6*~-1 的 素数 ， 并 在 所 
有 的 91,99*… 9 的 后 而 。 如 果 对， 不 是 囊 数 ， 根 据 我 们 景 初 
的 说 站 ， 则 至 少 存在 一 个 形 如 6x 一 的 素数 可 以 整除 它 。 
由 于 这 个 素数 不 能 是 ?9s， 94 中 的 任 一 个 ， 它 位 于 5 的 
后 面 。 总 之 ， 在 任 一 种 情形 下 ， 都 存在 一 个 形 如 6x* 一 1 的 
可 以 整除 好 ,并 且 是 在 9, 上 后面 的 崇 数 4。 由 子 49441 是 紧 接 
9 后 的 一 个 形 如 6 x 一 1 的 素数 ， 我 们 有 9 所 9， 并 且 由 于 
9 可 以 整除 玉 ,， 则 7 科 a7 co 99i 结合 这 些 结果 ， 
最 后， 如 果 (2*) 成 立 的 话 ， 有 
Qn lL (3") 
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现在 ， 如 我 们 在 第 2 节 所 作 ， 到 可 以 满足 (全 ) 的 的 可 
能 的 最 小 值 ， 并 列 出 一 个 表 ， 能 看 清 对 应 每 一 个 x 的 4 的 
值 。 因 为 表 相当 长 ， 我 们 只 写 出 一 部 分 来 ， 

n= 6 2,3,5,11,17,23 

n= 7 2,3,5;,11,17,23,29 

n= 8 2,3,5,11,17,23,29,.*. 

n= 9 2:3;5,11;17，23，29， 

n=10, 2,3,5,11,17,23,29,°.+* 

n=11, 2,3,5,11,17,23,29,.." 

n=12: 2,3,5,1];17,23,29,..* 

n=138, 2,8,5,11,17,23,29,."" 

A=14; 2,3;5;11,17,23,29,** 

r=20, 2,38,5,11,17,23,29,.." 

n=21: 2,3,6,11,17,29,29,..* 


如 一 114， 2.3,5,11,17,23,29,41, 47,53,59,71, 83,89, 
101T， 107，113， 


严 二 115， 213,5,11,17,23,29,41, 47,53,59,71, 83,89, 
101,107,113,..* 


R121: 213,5,11,17,23,290,41,47,53,59,71, 83,89, 
101,107,113,*"" 

R=122, 2,3,5,131,17,23,29,41,47,53,59,71, 83,89, 
LI01,107，TT3， 
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基于 这 个 表 ， 普 先 要 注意 的 是 ， 无 论 伸 么 了 时候 9% 增加 了 ， 
它 至 少 增加 5。 这 就 允许 :对 于 5 的 随后 的 至 消 ? 了 个 值 保 持 
同样 的 值 ,由 于 的 较 长 的 " 停 星 ”?”， 我 们 可 以 证 明 
(F102 0 ) LG 9n。 (4"°) 
事实 上 ， 如 果 这 个 表 到 某 一 个 二 的 值 时 是 对 的 ， 并 且 如 果 对 
于 下 - :个 值 +1 没有 变化 ， 那 么 (4 和) 对 于 =+1 仍然 成 
让， 因为 内 是 有 有 端 增加 了 。 然 而 ， 如 果 计 变化 了 。 我 们 可 以 
筒 退 ? 步 到 -6， 合 没有 变化 ， 基 且 仍 有 
(qT2° Tn 

如 果 左 端 乘 以 9111， 右 端 胰 以 较 大 的 4%.59n_s9s_39n_27s-19n 
qni1， 我 们 得 到 

(9192° 0 9) 1 ntls 
二 端 同 除 以 qi+1， 就 得 到 对 于 n 芋 1 的 不 等 式 

. (C992 Tle 
直到 现在 我 们 还 没有 完 金 证 明 {4")。 我 们 只 是 看 到 ， 

当 = 到 “+l 时 如 果 它 对 于 是 对 的 ， 并 且 守 没有 变化， 或 
对 于 = 一 6 是 对 的 ， 并 且 i 变化 的 话 ， 那 么 它 对 于 n+1 是 对 
的 。 我 们 将 看 到 它 对 于 n=114 和 115 是 对 的 。 因 为 二 =115 
是 至 少 向 前 ?7 步 i 不 变化 的 第 一 个 数 ， 那 么 (4*) 对 于 一切 
n 庆 114 都 是 对 的 。 现 在 很 容易 看 到 (4") 对 于 n= 二 114 和 115 
是 对 的 。 对 于 ”=115， 去 端 是 zi=16 个 因子 的 6 次 展 ， 也 
就 是 左 问 是 6.16= 96 个 周子 的 条 积 ， 而 有 端 是 4 一 i=115 一 
16 一 99 个 因子 的 乘 和 位 。 并 县 右 端 的 每 一 个 因 子 大于 左边 的 
每 一 个 国 子 。 对 于 n==114 的 证 明 是 类 似 的 。 这 个 证 明 是 很 
粗细 的 ， 因 为 它 没 有 充分 利用 堪 端的 数 比 右 冲 的 数 小 得 很 多 
这 个 每 件 。 通 过 比较 仔细 的 计算 ， 我 们 或 许可 以 缩小 5 静 范 
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雷 ， 但 这 种 计算 将 是 很 元 长 的 。 一 个 非常 明显 的 事实 是 ， 
《4 ) 对 于 2 二 6 是 不 对 的 。 

各 果 我 们 现在 在 (4”) 的 二 端 都 莱 以 49492'''91， 并 且 取 7 
次 方 机 ， 我 们 有 


9108 TY ns (3”) 
如 果 nn 宇 114。 此 式 再 结 汪 (3")， 有 
qa 92 "qn, n>114.(9") 


这 个 式 也 可 以 和 第 27 篇 中 的 邦 赛 的 不 等 式 (1) 及 (C9) 作 比 较 ， 
不 过 这 里 是 特 环 的 素 糯 gq,*:'。 

为 了 得 到 一 个 象 (9”) 那 样 的 对 于 所 有 的 票数 Pb Pa 
都 成 立 的 不 等 式 ， 我 们 普 先 注意 到 ，(9”) 的 证 明 表 明 ， 特 殊 
的 素数 9 序列 是 无 办 的 ， 因 而 ， 如 果 PP; 是 任 咨 于 数 ， 我 们 
可 从 求 一 个 954， 便 94 所 也 ;之 9ri1。 旭 于 Poi 是 在 如 后 而 的 
任意 形式 的 第 一 个 素数 ， 所 以 P, iso。 同 梯 地 9igs……， 
qu 所 PiPa-… 了 ,， 因 为 右 端 包 括 所 有 的 素数 4 .9 ， 9 以 
及 不 是 这 种 形式 的 其 它 因子 。 结合 之 些 草 实 和 (9”)， 我 们 有 

Py Pi Dh, (9**) 
我 们 只 是 对 Pj 关 qg,，n 全 114， 也 就 是 对 P, 汪 qs 作 了 证 明 。 
这 就 是 我 们 对 部 塞 不 等 式 的 改 壕 。 我 们 可 以 说 ， 当 + 充分 大 
时 ,(9**) 是 对 和 的。 通过 检验 一 个 素数 表 , 我 们 可 以 求 得 gi， 
然后 能 说 明 究 觉 7 必须 多 大 。 世 至 (9”*) 对 于 许多 较 小 的 > 
值 也 许 仍然 是 对 的 ， 而 这 是 可 以 通过 实际 的 计算 确定 的 。 但 
是 我 们 对 (9 的 主要 兴趣 在 了 于， 如 果 它 对 二 > 的 某 个 确定 
值 开始 有 效 ， 那 么 继续 往 后 总 是 对 的 。 至 于 这 个 ~ 的 确切 什 
是 计 么 ， 则 并 无 多 大 兴 
在 (9*“) 的 证 明 中 ， 用 显然 是 较 小 的 七 次 方 根 代 炎 了 平 
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方 根 和 立方 根 ， 我 们 改进 了 邦 密 的 不 竺 式 。 和 然而， 在 这 个 过 
程 中 ， 我 们 也 丧失 了 一 些 东西 。 邦 塞 的 不 等 式 除 了 的 最 小 
值 外 ， 对 于 n>4 和 大 5 都 是 对 的 ， 而 我 们 证 明 的 (9”“) 只 
是 对 于 较 大 的 x 值 才 成 立 。 

读者 可 以 看 到 ， 以 上 的 讨论 除了 第 一 篇 中 已 用 到 的 极 简 
单 前 基础 知识 外， 补 有 上 用 到 任何 其 它 数学 知识 。 证 明 只 依靠 
纯粹 的 推理 。 正 因为 如 此 ， 它 清楚 地 显示 了 数学 是 何等 困难 
而 巧妙 。 在 某 些 情形 下 ， 需 要 联系 和 展开 许多 分 支 ， 才 能 达 
到 它 的 目的 ， 但 是 ， 在 这 个 只 用 了 很 少 的 一 些 数 学 知识 ， 并 
使 推理 论证 得 到 发 展 的 例子 中 ， 也 能 揭露 出 问题 的 精神 实 
质 。 如 果 说 ， 这 最 后 一 篇 需要 一 连 巾 困难 的 思考 ， 表 明 即 使 
在 一 罕 小 的 基础 上 ， 数学 也 可 以 建立 起 实 际 而 有 意义 的 结 
构 ， 那么 ， 这 也 许 正好 展示 了 本 书 的 真正 动机 。 
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附 录 


注释 
第 一 篇 
欧 几 里 德 的 说 法 是 (< 原本 >) 到 ,20,“ 素 数 疤 比 任意 指定 
的 许多 素数 还 要 大 。” 


鞭 它 一 些 含有 无 限 多 个 素数 的 序列 ， 例 如 ， 都 有 公差 4 
的 1;5,9,133,0 ,4 二 1 以 及 3,7, 11, 15, 4 一 1 
`“…， 可 以 用 初等 方法 证 明 。 然 而 ， 有 相 现 公关 4 的 序列 2， 
6,10,'*-，、47 十 2,:*"， 由 于 它 的 座 有 项 都 是 偶 的 ， 所 以 只 
含有 单独 的 素数 2。 一 般 说 来 ， 有 任意 全 差 的 序列 ， 如 果 第 
一 项 与 公差 互 素 ， 那 么 定理 成 立 。 这 已 在 迪 里 欧 拉 特 的 一 篇 
著名 而 艰深 的 论文 中 ， 惜 动 较 高 锋 的 数学 得 到 证 明 。 


第 二 篇 
昌 线 网络 若 表 示 公 共 汽 车 线路 ， 则 笨 线 网 络 是 在 一 个 于 
面 肉 。 但 这 不 是 必须 的 。 本 节 的 全 部 结果 对 于 空间 的 曲线 网 
绪 也 是 成 立 的 。 但 对 照 起 来 和 本 箱 很 类 似 的 第 10 篇 的 论题 ， 
其 中 的 结论 不 能 毫 无 改变 地 适用 于 空间 。 


第 三 篇 
第 2 节 。 这 个 讨论 可 以 由 加 直接 转移 到 梢 回 。 等 边 三 角 
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形 的 作用 被 这 样 的 三 角形 所 取代 ， 即 过 该 三 角形 的 每 个 预 点 
的 切线 平行 于 对 边 。 
第 3 节 。 这 个 预备 步 又 是 由 斯 组 尼 欧 提 出 的 。 


第 四 篇 


这 第 一 个 证 明 在 希腊 数学 家 的 著作 中 是 拒 不 到 的 ， 但 这 
是 德 们 蕊 能 作出 并 已 经 知道 的 典型 的 证 阴 。 第 二 个 证 明 郊 欧 
儿 里 德 的 ，< 碑 本» 站， 但 在 亚 里 斯 多 德 的 著作 中 已 有 记载 ， 
似乎 说 明 它 化 欧 几 里 德 更 早 。 


第 五 篇 和 第 六 篇 


施 瓦 区 和 斯 坦 纳 的 著作 中 的 判断 是 对 平面 种 球面 三 角形 
同时 给 出 的 。 

三 钨 形 是 锐角 三 角形 显然 是 必要 的 ， 因 为 具有 在 这 种 情 
形 下 ,所 有 的 高 线 在 三 角形 内 部 。 在 钝 角 三 角形 内 , 垂 足 三 角 
形 不 是 严格 的 内 搁 三 角形 。 在 直角 三 角形 内 ， 生 足 三 角形 退 
化 为 直线 。 

在 施 瓦 获 的 证 明 中 ， 锐 角 三 角形 这 个 事实 ， 在 重 足 三 角 
有 形 内 接 王 原 三 角形 的 假设 中 用 到 。 在 费 瑞 的 证 明 中 ， 直 到 最 
后 敢 足 三 角形 也 没有 出 更 。 三 角形 的 锐角 性 在 下 述 方面 起 着 
作用 ， 即 保持 角 40* 比 二 个 直角 小 ， 使 UV'D* 和 4C， 
以 及 和 48 的 交点 M 和 六 在 这 个 边 上 ， 而 不 在 它们 的 延长 线 
上 。 并 且 由 于 三 角形 是 锐角 ， 重 足 瑟 在 8C 边 上 ， 而 不 在 它 
的 延长 线 上 。 


234 


费 瑞 证 明 的 优点 ， 是 它 在 非 歌 几何 内 也 是 成 立 的 。 而 施 
丽 获 证 明 则 是 不 对 的 ， 鸭 为 它 利用 了 三 角形 的 三 内 角 和 是 
180° 的 事实 ， 以 及 欧 几 里 得 的 平行 线 的 概念 。 特 别 是 ， 因 为 


锐角 球面 三 角形 的 边 小 于 卫 ， 所 以 费 瑞 的 证 明 对 于 球 而 三 外 
形 的 每 步 奶 然 戌 立 。 


第 八 篇 
维 巧 ., 邯 鲁 思 利 用 了 比 组 合 数 更 一 般 的 组 合 函数 。 


第 九 篇 


巴 复 特 (BacbeD 在 编辑 < 数学 > 一 书 时 ， 出 称 < 数 学 > 的 某 
一 部 分 隐 含 了 一 个 数 表 示 成 四 个 平方 数 之 和 的 定理 ， 费 马 在 
一 封 信里 给 出 了 证 明 的 醒 颖 ， 徊 欧 拉 和 接 格调 日 兽 证 明了 本 
篇 中 叙述 的 定理 。 

书 林 猜想 9 个 立方 数 ，19 个 四 次 党 ， 等 等 是 充分 的 。 

韦 宁 的 猪 扑 中 的 “等 等 "可 以 解释 成 这 样 的 意思 ， 任 何 自 
然 数 可 以 表示 成 次 暑 的 和 的 最 大 个 数 为 


了 一 路 十 9 一 中 
其 中 9 基 不 超过 ( 全 的 最 大 整数 。 那 么 ,对 于 数 
n=2*g—1 


确实 需要 好 才 个 次 置 ， 在 此 ， 因 为 它 小 于 3 ， 可 以 利用 
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的 仅 被 加 数 苹 和 2"、 现 在 迪克 逊 和 比 控 在 1936 第 及 下 一 年 
证 上 明了， 如 果 (天 稍 后 的 尼 文 的 玻 进 起 》 


(er 训 


对 于 天 六 6， 天 次 宪 的 数 工 对 于 所 有 的 ”确实 是 充分 的 。 这 
个 条 件 对 于 2 所 五 所 400 成 立 。 是 否 它 对 所 有 的 五 都 成 立 , 我 
们 还 不 知道 。 然 而 对 于 可 以 不 成立 的 下 次 ， 需 杰 瑟 宕 的 数 
声 ( 玉 ) 已 被 确定 。 对 于 下 二 2,3， 数 了 {分 别 =4,9) 还 是 好 
的 。 但 对 于 4,5， 我 们 现在 仅 知 道 
19< a8(4)35,，37<g(6) 54。 

迪克 避 和 比 拉 的 工作 完全 停留 在 维 诺 格拉 道夫 的 结果 
上 上 ， 这 个 结果 是 用 他 的 由 蛤 音 和 里 德尔 伍 特 的 方法 发 展 来 的 
函数 论 方 其 获得 的 。 


第 十 入 


第 4 节 中 ， 没 有 二 重点 的 闭 曲 线 ， 把 尘 面 分 成 二 个 区 域 
不 是 自明 的 。 这 个 定理 对 一 王 曲 面 是 不 对 的 。 例 如 ， 在 轮胎 
形 曲 曾 上 就 是 错误 的。 因此 这 个 定理 必然 被 说 成 是 在 平面 上 
是 正确 的 ， 而 有 旦 还 需要 证 明 。 有 一 个 首 和 党 由 乔 旦 给 出 的 证 
明 ， 这 全 定理 就 以 他 前 名 字 命 名 。 由 于 乔 且 的 定理 对 连 购 不 
能 成 立 〈 图 117)， 我 们 的 全 部 论证 对 这个 曲面 也 就 是 错误 
的 ,事实 上 ,曲线 在 轮胎 上 可 以 使 其 二 重点 的 次 序 是 1212 (图 
118) 。 

图 34 的 结 可 让 不 源 开 它 而 变形 为 图 33 的 结 ， 即 一 个 交 
错 结 。 但 是 认为 任何 结 都 能 变形 为 一 个 交错 结 是 不 正确 的 。 
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图 117 图 118 


影 克 威 获 曾 给 出 了 一 个 其 投影 不 是 交错 结 的 例子 ，。 


第 十 一 篇 
欧 几 里 德 没有 了 有 显 指出 素数 分 解 的 众 一 性 定理 。 但 是 他 
证 明了 ， 如 时 乘 积 可 被 素数 整除 ， 那 么 必 有 一 个 因子 能 被 此 
素数 整除 (< 记 本 > 在，24，29)， 出 此 素数 分 解 的 礁 一 性 定 逮 
随 之 得 出 。 在 此 证 明 中 ， 欧 几 里 德 利 用 了 最 大 公约 数 以 代替 
最 小 公 倍 数 。 
过 十 让 纪 分 别 由 会 量 罗 ， 没 斯 ， 丘 威 尔 找到 的 一 个 利用 
数学 归纳 法 的 简单 证 明 ， 将 存 这 里 指出 。 
开头 几 个 自然数 一 定 有 唯一 的 素 因 子 分 解 。 其 实 ， 除 去 
作为 单位 的 1， 数 2 和 3 都 基 素 数 。 假 设 存在 着 有 二 个 不 同 
人 那么 它们 当中 必 有 党 小 的 一 个 ， 证 为 
= Pr*P2*-* Pe=q1* 2 9 
其 中 忆 和 4 本 我 们 假定 这 每 一 个 汇 积 都 是 接 数 所 大 
小 次 序 排 列 
PD Pr 和 
盘 有 的 了 都 和 所 有 的 9 不同， 因为 如 果 任 塌 一 个 了 = 一 9 邯 
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么 可 以 消去 这 个 因子 ， 从 而 得 到 闻 -, 这 是 比 N 小 具有 二 个 不 


同 询 素 因 子 分 解 的 数 ， 不 失 一 般 社 ， 我 们 可 以 稻 设 P<<g)。 
拆 后 组 成 
M=Prg oN. 

这 个 好 和 六 一 样 可 被 P, 整 除 。 因 而 差 N"= 六 一 财 奶 可 
被 PP 整除 ， 这 样 ， 就 有 了 一 个 含有 的 素数 分 解 。 芭 - 方 
面 ， 我 们 有 

N*= (9 — Pi) qs "rt 
9: 一 六 不 能 由 也 整除 ， 而 且 设 有 一 个 素数 %, ……9: 等 于 
P,。 这 就 意味 着 "还 有 一 个 不 含 的 素 因 子 分 解 。 这 样 ， 
就 有 了 二 个 不 同 的 染 因 子 分 解 。 但 N*"< 和 N， 与 N 是 这 类 数 
中 的 最 小 者 的 假设 蔬 盾 。 这 个 矛盾 说 明 ， 存 在 具有 二 个 不 同 
芍 素 因子 分 解 的 数 是 错误 的 。 


第 十 三 往 


第 10 节 中 几何 图 形 在 被 搞 间 (但 未 被 据 破 ) 的 情况 下 
仍 保 振 不 变 的 性 质 ， 形 成 数学 中 一 个 分 支 的 主题 ， 即 折扣 或 
形势 几何 。 我 们 研究 的 正 多 面体 疝 题 是 纯 拓扑 问题 。 

把 多 面体 充气 为 球 的 概念 ， 表 示 的 是 一 个 特殊 的 拓扑 假 
定 。 如 妇 研 究 拓 夫 等 价 于 轮胎 的 多 边 形 ， 我 们 将 得 到 完全 不 
局 的 结果 ， 并 且 会 显示 出 第 7 节 到 第 10 节 的 拓 扑 总 多。 已 
经 证 明 ， 在 轮胎 形 茧 面 上 ， 存 在 无 限 多 个 “ 正 " 地 图 {在 拓 护 
意义 下 )， 但 象 在 度量 几何 意义 下 的 正 多 边 形 ， 这 是 不 能 实 
现 的 。 
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在 轮胎 形 曲面 土 ， 欧 拉 公 式 成 为 ( 见 12 篇 ， 第 5 节 ) 


{3") v—et+f~0, 
方程 (4 和 (5) 在 这 里 显然 成 立 ， 所 以 (6) 变 成 
(6") fF(2 的 二 28 一 YE) 一 0。 
并 匡 ， 国 为 f 六 0， 则 
(7™) 2 g++26— =0, 
或 
(9”) (F—2) (8—2)=4, 


尺 叔 不等式 (9)}， 现 在 是 ~- 个 等 式 。4 分 解 成 为 二 个 因子 的 
乘积 只 可 能 是 1.4，2:2， 和 对 1， 所 以 (7 一 2 (5 一 2) 也 仪 
可 能 有 三 种 情形 。 这 样 ， 对 于 中 和 名 可 得 到 表 


这 些 值 满足 (9")， 因 而 也 满足 (7")。 那 么 上 的 任意 数 导 都 
满足 (6")， 因 为 对 于 一 切 F， 孝 有 广 4=0。 所以， 在 这 各 
情形 ，f,v 租 e 不 能 由 9 和 & 的 值 求 得 。 
其 实 ， 对 于 每 一 对 m 8， 有 fv 和。 的 无 限 多 个 值 。 

对 于 一 对 = 4，8= 4， 选 取 企 总 一 个 数 e>1， 并 且 把 
小 正方 形 排列 成 -~ 个 较 大 的 正方 形 {图 119)， 并 可 卷 威 一 个 
个 简 (图 120)， 而 叙 秒 可 弯 成 轮胎 (图 121)。 那 么 这 轮 瞪 形 
册 面 出“ 正 ” 塌 图 所 覆盖 ， 在 这 个 “ 正 ” 地 图 上 ， 签 个 国家 有 有 
g 二 4 东边 界 ， 并 且 在 每 个 顶 虚 有 5=4 个 国家 相 变 。 这 时 我 
们 有 .==a?， 并 且 很 容易 看 到 ， 人 也 有 0 二 2，e 王 2a。 因为 
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i 。 


图 119 图 120 


醒 121 


是 天 于 1 药性 尝 数 ， 所 以 在 轮胎 形 曲 曾 上 ， 有 无 限 多 个 扣 
提 “ 正 ” 沸 图 。{ 对 多 =6,，# 二 3 攀 作 地 图 基 比 较 困 难 的 ，./ = 
7 vt 三 14，e 二 21 的 情形 会 出 现在 这 些 地 图 中 。 这 是 第 1 
入 第 5 节 中 提 到 过 的 地 图 ， 与 轮胎 上 的 着 色 问 题 有 关 。) 

这 些 正 多 面体 不 能 在 度量 几何 意 头 下 实现。 因为 如 时 
2 一 4 一 4 那么 面 必须 是 正方 形 。 但 四 个 正方 形 围绕 一 点 放 
在 一 起 ， 只 可 能 是 平面 ， 并 且 不 会 形成 三 维 顶 。 许 多 正方 形 
不 管 是 怎样 放 在 一 起 的 ， 它 们 将 连续 铺 在 一 个 平面 和 内， 并且 
不 会 形成 一 个 立体 的 曲面 。 对 p=6，5=8 同样 是 对 的 ， 招 
为 是 三 个 正六 边 形 围绕 一 点 平 放 在 一 个 平面 内 。 类 似 ， 对 
罗 二 3，8 二 6，6 个 靠边 三 角形 力 绕 一 点 平 放 在 一 平面 内 ， 

扼要 地 说 ， 我 们 注意 到 ， 首 光 ， 在 球形 明 面 上 只 存在 5 
种 拓扑 正和 多 边 形 ， 是 球 的 拓扑 性 质 。 连 胎 形 曲 面 上 存在 无 由 
多 个 拓扑 正和 多 边 形 。 第 二 ， 拓 扑 的 规律 不 能 推导 出 度量 的 规 
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律 。 如果 5 种 放 灌 性 揭 多 边 形 在 球 画 上 可 以 实现 ， 屠 是 由 于 
:4 特 殉 的 度量 性 质 所 致 。 


第 十 四 篇 


除 第 7 节 4=4 的 情形 (已 在 第 8 地 中 讨论 )， 已 相当 充 
分 地 证 明了 x"+ "二 z" 对 整数 且 同 时 是 素数 的 x=P 的 不 
可 能 性 。 在 有 关 文 献 中 ， 区 分 了 二 种 情形 ， 情 形 工 ，x* yz 
不 能 钻 己 整除， 情形 十 ， 数 *>，?，= 中 的 一 个 (并 是 只 有 一 
个 ) 能 被 卫 皮 除 ， 在 情形 工 中 费 马 猜想 已 对 所 有 素数 PP 之 
253,747,889 得 到 证 明 。 存 情形 工 ， 用 到 较 深 的 数论 中 的 定 
理 ， 并 且 里 莫 尔 和 伊 玛 ， 里 葛 尔 各 凡 迪 伐 尔 利用 在 洛杉矶 的 
一 种 电子 计算 机 ， 验 证 了 费 马 猜想 对 所 有 也 4001 成 立 。 


第 -十 六 篇 
荣 格 帮 究 了 + 维 中 的 类 似 问 题 。 他 把 
"dy gt 


当 作 维 有 限 点 集 跨 底 球 的 半径 ， 其 中 跨度 为 4 。 关 于 = 
2 的 情形 ， 就 是 本 文 所 提 的 问题 


第 十 九 篇 


第 7 蔬 ， 若 己 是 素数 ， 则 形 为 和 一 1 的 素数 叫 作 软 生 尼 
素数 。 击 在 知道 的 这 些 数 有 
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Po—2,3,8,7,13,17,19,31,61,89,107,]27, 521, 607, 1279, 
2203,2281， 其 中 最 后 5 个 ， 在 1952 一 1953 年 借助 洛 肯 仍 
数字 电子 计算 机 已 经 求 得 。 每 一 个 默 生 尼 素 数 产 乍 一 个 完全 
数 。 


第 二 十 二 篇 
本 第 末尾 指出 的 证 明 已 由 卡拉 萨 杜 震 斯 达 台 完成 。 一 个 
不 辣 的 完整 证 明 是 埃 特 尔 提出 的 。 


第 二 十 三 篇 


高 斯 讨论 了 和 钳 环 小 数 ， 但 他 利用 了 数论 中 的 扔 多 结果 。 
第 4 节 。 数 Fa) 由 = 而 定 。 它 通 常 叫 作 欧 拉 苹 数 ， 并 
屿 可 以 定 头 为 分 振 是 # 的 既 约 真 分 数 的 个 数 。 
第 8 池 。 如果 P,9; "是 不 同 的 可 整除 的 素数 ， 那 
么 Ya 由 公式 
P-1 9-1 rl, 
P 他 了 


gn: 


给 由， 
这 个 公式 的 证 明 ， 可 在 任 一 本 教科 书 中 找到 。 


第 二 十 五 得 


第 ?7 节 中 等 实 记 曲线 的 性 质 ， 出 定理 位 可 断定 对 一 切 凸 
上 曲线 也 能 成 立 ， 并 且 也 可 以 直接 证 了 明 。 但 是 这 个 证 明朗 利用 
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极限 过 程 ， 并 且 节 好 在 它 的 解析 公式 中 完成 。 
等 宽度 曲线 可 以 册 初 靠 方 法 处 迎 的 理论 部 分 ， 本 篇 中 已 
全 部 给 出 。 


第 二 十 六 篇 


第 1 节 : 马鞭 罗 尼 在 他 的 著作 中 说 ， 上 让 于 实用 的 引 故 ， 
他 已 研究 了 只 朋 圆 规 的 作 图 问题 。 只 用 项 规 作 图 ， 沼 比 用 直 
上 信 作 图 精确 ， 事 实 上 ， 如 马 软 琅 尼 知道 的 ， 这 就 是 天 文学 家 
使 用 他 们 前 仪器 得 到 所 希望 的 精确 度 时 的 情形 。 他 由 于 研究 
圆规 作 图 ， 导 致 他 发 现 了 所 有 欧 记 里 德 的 作 图 ， 都 可 以 只 
六 规 完成 的 结果 。 

马 菊 畦 尼 把 他 的 著作 送 给 了 拿破仑 ， 殉 扬 他 是 北 意大利 
的 解放 者 。 拿破仑 转 而 上 带 着 这 本 书 与 法 国 科 学 院 的 院士 们 作 
了 谈话 (1797 年 ，12 月 10 日)， 引 起 法 国学 者 的 注意 。 

白 坦 纳 ， 生 于 自 士 ， 是 柏林 天 学 的 教授 。 在 他 的 著作 中 
忆 讲 到 本 篇 所 提 到 的 问题 。 

第 6 节 和 第 7 了 节 。 我 们 考察 的 只 是 二 个 非 相交 贺 的 情 
形 ， 我 一 个 对 于 二 个 相交 出 的 我 们 用 过 的 那 类 投影 是 不 可 能 
的 。 事 实 上 ， 这 样 的 一 个 投影 ， 应 证 明 略 心 不 可 能 由 只 用 直 
及 的 作 图 求 得 。 但 在 这 种 情形 下 ， 如 下 的 作 图 是 可 以 求 得 
的 ， 

这 个 作 图 实际 很 简单 。 在 第 一 个 位 置 ， 图 132 说 明 如 果 
给 出 二 个 平行 芝 44 和 CC， 辆 的 直 和 钴 可 以 怎样 找到 ， 册 
王 对 称 ， 直 线 已 局 通过 回 心 。 如 果 第 二 对 平行 束 也 已 经 知 
道 ， 那 么 第 二 个 直径 也 龙 疗 出， 并且 图 心 由 二 条 直径 的 交点 
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4 


图 123 


决定 。 现 在 必须 求 作 二 条 平行 法 的 方法 。 这 如 图 123 所 示 。 
直线 44' 是 尾音 一 条 与 加 相交 的 楷 。 开始 是 在 4， 我 们 画 
直线 4588 和 直线 B55’C， 这样 确定 交点 C。 类 似 ， 开始 在 
4 点， 我 们 夯 4'8'8' 和 B'SC'。 那么 点 C 和 C' 决 定 另 一 
条 续 。 要 证 明 44 和 CC’ 是 平行 的 ， 只 需 证 明 内 错 角 1 和 
6 是 相等 的 。 逐 个 考察 角 1,2,: ,6， 可 见 每 一 个 都 与 下 一 
个 相等 ， 这 或 者 是 因为 它们 对 同一 纪 或 者 因为 是 对 顶 角 。 

三 个 非 相 交加 确定 硕 心 的 证 明 稍微 有 点 复杂 。 我 们 在 这 
里 将 不 转载 ， 因 为 这 需要 更 多 的 几何 知识 。 
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第 8 贞 。 另 外 ， 可 以 找到 定理 的 一 个 较 得 的 证 明 ， 但 和 
我 们 已 经 给 出 的 证 明 一 样 ， 都 不 具有 纯 几 何 的 样式 。 我 们 所 
以 选取 这 个 证 明 ， 是 因为 它 强 调 了 定理 的 实质 部 分 ， 即 斜 殉 
锥 的 对 称 性 。 


第 二 十 七 篇 


实际 上 现在 已 经 知道 更 多 的 Bi<2 P,。 然 而 ， 即使 是 
最 好 的 结果 ， 仍 不 足以 肯定 是 否 在 每 一 对 依次 相 邻 的 平方 数 
之 间 总 存在 一 个 素数 ,例如 ,在 100 和 121 之 间 , 121 和 144 
之 间 ， 如 此 等 等 。 
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